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Matematica Basica

Equivaléncias Logicas

. Use as leis de De Morgan para encontrar a negac¢do de cada uma das proposi¢des

abaixo.

(a) Jan érica e feliz.

(b) Carlos andard de bicicleta ou correrd amanha.
(c) Mei anda ou pega o 6nibus para ir a escola.
(d) Ibrahim é esperto e trabalha muito.

Mostre que cada uma das proposi¢des condicionais a seguir é uma tautologia,
usando a tabela-verdade.

@ (pAgq)—p

®) p—=(pVa)

© —p—(p—q)
@ (pAg) = (p—q)
@ —(p—gq)—p
® —(p—q9 — ¢

. Argumente que cada uma das proposicoes condicionais do exercicio anterior é

uma tautologia, sem usar a tabela-verdade. Em seguida, use uma sequéncia de
equivaléncias 16gicas para demonstrar estas tautologias.

. Determine se (—g A (p — ¢q)) — —p é uma tautologia.
. Mostre que a negacdo da implicacdo —(p — ¢q) é equivalente a p A —gq.
. As proposicdes abaixo apresentam uma pequena diferenga em relacéo a propriedade

da absor¢do (uma das repeticdes de p estd negada). Forneca uma sequéncia de
equivaléncias 16gicas para demonstrar estas equivaléncias.

@ pA(-pVa)=pAg
®) pV(-pAg)=pVyg

. Mostre que as afirmages abaixo sdo verdadeiras. Para mostrar que duas

proposicoes sdo equivalentes, argumente que para toda combinacdo de valores para
as variaveis proposicionais, ou ambas sdo verdadeiras ou ambas sdo falsas. Caso
necessdrio, use uma tabela-verdade. Em seguida, demonstre o que se pede usando
uma sequéncia de equivaléncias légicas (exceto os itens (h) e (i)).

(@) —(p <> q) e p <> —q sdo equivalentes.

(b) —p <> g ep «> —q sdo equivalentes.

(© —(p + q) e -p <> g sdo equivalentes.

@ (p—=7)A(q—r)e(pVq) — rsio equivalentes.

(e (p—r)V(g—r)e(pAq)— rsioequivalentes.

® p<+>qge(p— q) A (qg— p)sao equivalentes.

() (p—q)A(g—r)— (p— r)éuma tautologia.

(h) (p— q) = rep — (¢ — r) NAO sdo equivalentes.

@ (p—q) — (r—s)e(p—r) — (¢ — s) NAO sio equivalentes.

. Encontre uma proposi¢do composta que envolva as varidveis proposicionais p, g, e

r, que é verdadeira quando exatamente duas de p, q e r forem verdadeiras, mas o
contrério é falso. Dica: Forme uma disjuncdo de conjucdes. Inclua uma conjuncédo
para cada combinagdo de valores para os quais a proposi¢do é verdadeira. Cada
conjuncdo deverd incluir cada uma dessas trés varidveis ou suas negacdes.

As questdes a seguir utilizam a definicdo abaixo:

Def: A proposicdo p | g (1é-se p NAND q) é verdadeira apenas quando p ou g,
ou ambas, forem falsas. A proposicdo p | ¢ (lé-se p NOR gq) é verdadeira apenas
quando p e g forem falsas.

Construa as tabelas-verdade de p | g e p | g. Mostre que p | g é equivalente a
—(p A q),equep | qéequivalente a —(p V q).

Mostre que o operador | é comutativo, mas néo associativo.

Encontre uma proposi¢do equivalente a p — ¢ utilizando apenas o operador .
Reescreva a sentenca a seguir, utilizando apenas disjuncdo e negacdo: “Se o banco
esta aberto, entdo o posto esta fechado, se ndo for domingo”.

Respostas:

1.

(a) Jan ndo é rica, ou Jan nio é feliz.

(b) Carlos néo andard de bicicleta amanha, e Carlos ndo correrd amanha.
(c) Mei ndo anda para ir a escola, e Mei ndo pega o Onibus para ir a escola.
(d) Ibrahim nao é esperto, ou Ibrahim néo trabalha muito.
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3. Em cada caso mostraremos que se a hipdtese for verdadeira, entdo a conclusdo
também é.

(a) Se a hipétese p A g for verdadeira, entdo, por defini¢do de conjuncéo, a

conclusdo p também ¢é verdadeira.

—(pAg)Vp (condicional)

(=pV —q) Vp (DeMorgan)

(pV —p)V g (comuntativa e associativa)
V'V g (negagio)

14 (dominacio)

(pAg)—p

Se a hipétese p for verdadeira, pela definicao de disjuncéo, a conclusdo pV g
também é verdadeira.

p—(pVg = -pV(pVg) (condicional)
= (pV-p)Vgq (comutativa e associativa)
= Vvg (negagdo)
= V (dominacéo)

Se a hipdtese —p for verdadeira, isto é, se p é falsa, entdo a conclusdo p — ¢
é verdadeira.

-p— (=pVq) (condicional)

—(-p) V (=pV q) (condicional)

-p—(p—q)

= pV(-pVa (dupla negagio)
= (pV-p)Vyg (associativa)

= Vvg (negagéo)

= V (dominacfo)

(d) Se a hipdtese p A g for verdadeira, entdo ambas p e g sdo verdadeiras, de

modo que a conclusdo p — g também é verdadeira.

(pAg) = (=pVa) (condicional)
~(pAq)V(—pVa) (condicional)

(=pV —=q)V(=pVgq) (DeMorgan)

(=pV —p)V(¢gV —q) (comutativa e associativa)
-pVV (idempotente e negacgao)
v (dominaco)

PAg) = (p— )

(e) Se ahipétese —(p — ¢q) for verdadeira, entdo p — ¢ € falsa, de modo que

a conclusdo p é verdadeira (e g € falsa).

-(p—=4q) —p =(=(p — q)) Vp (condicional)

= (p—=qVp (dupla negacio)

= (-pVqVp (condicional)

= (pV-p) Vg (comutativa e associativa)
= Vvg (negagio)

=V (dominagio)

() Se a hipdtese —=(p — q) for verdadeira, entdo p — ¢ ¢é falsa, de modo que

p é verdadeira e ¢ ¢ falsa. Portanto, a conclusdo —q é verdadeira.

=(=(p — q)) V—¢g (condicional)
(p—q) Vg (dupla negacéo)

—(p—q) = —q

= (-pVqQV g (condicional)
= -pV(qVq) (associativa)
= —pVvV (negagéo)

= Vv (dominac&o)



4. Euma tautologia:

(cgnp—q) = —p
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7. (a)
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(condicional)
(De Morgan)
(dupla negacéo)

—(=pVq)
=(=p) A —q
pA—q
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(distributiva)
(negacdo)
(elemento neutro)

pA(-pVa) (pA=pP)V(PAQ)
FV(pAq)

PAgq

(distributiva)
(negacdo)
(elemento neutro)

pV (=pAq) (pV-p)A(pVa)
VA(pVa

pVaq

Cada proposicio é verdadeira exatamente quando p e q tém valores-opostos.

(bicondicional)
(De Morgan)
(Questéo 5)
(distributiva)
(Questéo 6)
(comutativa)
(condicional)
(bicondicional)

=((p = a) A (g —p))

=(p = q) V(g —p)

(pA=q) V(g A—p)

(pA=g) Vg A((pA—g)V—p)
(pVa@)A(=qV —p)

(=pV —-9)A(qVp)

(p — —q) A (=g — p)

P+ —q

—(p < q)

A proposi¢do —p <> ¢ é verdadeira quando —p e ¢ tém os mesmos
valores-verdade, o que significa que p e ¢ tem valores-verdade diferentes.
Analogamente, p <> -—q é verdadeira exatamente nos mesmos casos.
Portanto essas duas expressoes sdo logicamente equivalentes.

(bicondicional)
(contrapositiva)
(comutativa e bicondicional)

-p g (=p = q) A (g — —p)
(g = p)A(p— —q)

p < g

A proposi¢do —(p <+ q) é verdadeira quando p <> ¢ for falsa, o que significa
que p e g tém valores-verdade diferentes. Como isso ocorre precisamente
quando —p <> ¢ for verdadeira, as duas expressdes sdo logicamente
equivalentes.

(Item (a))
(condicional)
(bicondicional)

—(p < q) (pVag)A(=qV -p)
(=p = q) A (g — —p)

prq

Para (p — r) A (¢ — r) ser falsa, uma das duas proposicdes condicionais
deve ser falsa, o que ocorre exatamente quando r for falsa e, pelo menos,
uma entre p e g for verdadeira. Mas estes sdo precisamente os casos nos
quais p V ¢ é verdadeira e r é falsa, que é precisamente quando (p V q) —
r for falsa. Como as duas proposi¢des sdo falsas exatamente nas mesmas
situacOes, elas sdo logicamente equivalentes.

(p—=r)N(g—r)

(=pVr)A(—gqVr) (condicional)

(=pA=-g)Vr
—(pVaqg)Vr
(pVag) —r

(distributiva)
(De Morgan)
(condicional)

Para (p — r) V (¢ — r) ser falsa, as duas proposi¢des condicionais devem
ser falsas, o que ocorre exatamente quando r for falsa e ambas p e g forem
verdadeiras. Mas este é precisamente o caso em que p A g é verdadeira
e r é falsa, que é precisamente quando (p A q) — r for falsa. Como
as duas proposi¢des sdo falsas exatamente nas mesma situagdes, elas sdo
logicamentes equivalentes.

(p—=7r)Vig—r) (mpVT)V(2gVr)

(mpV —=q) V(rvr)

(mpV-q)Vr
“(pAg VT
(pAg) —r

(condicional)
(comut. e assoc.)
(idempotente)
(De Morgan)
(condicional)

Esta é a definicdo da bicondicional. ~Cada uma delas é verdadeira
precisamente quando p e g tiverem os mesmo valores-verdade.

Como a dultima coluna é toda de Vs, temos que esta propriedade
(transitividade da implicagdo) é uma tautologia:

(p = N

(p = N (¢ —p)
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(h)

®

P2 AN(@—=r)—=(@—>T)

(condicional)

(De Morgan)

(Questio 5, condicional)
(comutativa, associativa)
(Questéo 6)

“lp—=a)A(@g—=r)]V(p—r)
“p=q@V-lg=r)V(p—r)
(pA=q)V(gA-T)V(mpVrT)
[((pA=q) V=p]VI[(gA-r)Vr]
(mqV=p)V(qgVvr)
(=pVrT)V(qVq) (comutativa, associativa)
(~pVr)VV (negagéo)

1% (dominacéo)

Basta mostrar um contraexemplo: quanto todas as varidveis sdo falsas, temos
que (p — q) — r é falsa, mas p — (q — r) é verdadeira. Com isso
concluimos que a condicional néo tem a propriedade associativa.

Temos vdrios contraexemplos possiveis. Se considerarmos r como
verdadeira e p, g e s como falsas, entdo (p — q) — (r — s) sera falsa,
mas (p — r) — (g — s) serd verdadeira.

8. (pAGgA-T)V(PpA-gAT)V(-pAgAT).

10.

11.

12.
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Comutativo: p | ¢ = ~(pAq) = ~(gAp) =q]|p.

Contraexemplo para a associatividade: seja p verdadeiro, ¢ falso e r falso.
Entdo, p | (¢ | r) = ~(pA—(gAr)) éverdadeiro, mas (p | q) | r = ~(—(pAgq)Ar)
é falso.

Notequep | ¢g=—(pVq) = -pA —gq.

Temos também que p | p = —(p V p) = —p.

Portanto, p = ¢ = ~p V ¢ = ~(p A ~q) = ~(—=(—p) A 7q)
=(eipiolrip .

p: banco estd aberto.

q: posto estd fechado.

r: hoje é domingo.

Setenca: - — (p — q).

1= (p—=>q)=rV(-pVq).

Reescrevendo: “Hoje é domingo OU o banco esta fechado OU o posto esta
fechado”(inclusivo: pode ocorrer mais de um).



