Inducao, Inducdo completa, Definicdo por Recursao
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Matematica Computacional

Prove por indu¢do matemética que

2 M+ DEntD)

12422434+ .. . 4+n 5

> 1.
Prove por indu¢do matemadtica que

1434+...40@2n—1)=n%n>1.

Prove por indu¢do matemadtica que
2%1+242+...42+xn=n’+n,n>1.
Ache a férmula fechada para a soma

1 1 1 i n 1
12  2%3 3x4 ' nx(n4+1)

Prove por indugdo matemadtica que o seu resultado é vélido para todo n > 1.

. Ache a férmula fechada para o produto

=5)0-0-. (0= ®

Prove por inducdo matemadtica que o seu resultado é vélido para todo n > 2.
Ache a férmula fechada para o produto

1 1 N L 1
13  3%5 5x7 1 (2xn—1)x2xn+1)

Prove por inducdo matemadtica que o seu resultado é vdlido para todo n > 1.
Prove, por induco, que 2|n? + n é divisivel por 2 para todo n > 1

Prove, por indugéo, que 3|n® — n é divisivel por 3 para todo n > 1
Prove, por inducéo, que 4|n* — n é divisfvel por 4 para todo n > 1
Prove por indugio que 8/3°" — 1 para todo n > 0. (Dica:

32 %3%F — 1= (8+1)*3%% = 8x3%F 4 32),
Prove por indugdo que 4|5™ — 1 para todo n > 1. (Dica: 5**! = 5% 5% =
(4+1) % 5").

Prove por inducdo que 3|4™ — 1 para todo n >
(3+1) = 4").

Prove por inducéo 58" — 3™ para todo n > 1. (Dica: 81 — 3k+1 — gh+1 _
3x8F 4+ 3%8F — 3kt

Prove, por inducéo, que 5|7™ — 2" para todo n > 1.

Prove, por indugdo, que 5|11™ — 6 para todon > 1.

Prove, por indugio, que 6|n® — n para todo n > 1.

1. (Dica: 4Ft! = 4 % 4%

Prove, por inducio, que 72" "2 + 327+ para todo n > 1.

Prove por inducdo que a * 10" = a( mod 3) para todo n > 0.

Prove por inducdo que a * 10™ = a( mod 9) para todo n > 0.

Prove por inducdo que 10™ = 0( mod 4) para todo n > 2.

Prove por indugéo que 10" = 0( mod 5) para todo n > 1.

Prove por inducdo que 10™ = (—1)"( mod 11) para todo n > 0.

Tém-se 2" moedas de ouro, sendo uma delas falsa, com o peso menor do que as
demais. Dispde-se de uma balanca de dois pratos, sem nenhum peso.

Prove por indugdo que é possivel achar a moeda falsa com n pesagens.

Tém-se 3" moedas de ouro, sendo uma delas falsa, com o peso menor do que as
demais. Dispde-se de uma balanca de dois pratos, sem nenhum peso.

Prove por inducéo que é possivel achar a moeda falsa com n pesagens.

Considere seguinte predicado P(n):

P(n): O inteiro positivo n pode ser escrito como a soma de 4’s e 7’s.

(a) Prove que P(n) é vélido usando indugdo matematica para todo n > 18.

(b) Prove que P(n) é vélido usando indugdo matemdtica completa para todo
n > 18.

(a) Determine quais postagens podem ser feitas usando-se apenas selos de 4 e
11 centavos.

(b) Demonstre sua resposta de (a) usando o principio da inducdo matematica.
Certifique-se de afirmar explicitamente sua hipétese indutiva no passo de
inducéo.

(c) Demonstre sua resposta de (a) usando a inducdo completa. Em que a
hipétese indutiva dessa demonstracdo difere da demonstracdo usada com
inducdo matematica?
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Considere esta variacdo do jogo de Nim. O jogo comega com n cartas. Dois
jogadores podem remover as cartas uma, duas ou trés de cada vez. O jogador que
remover a ultima carta, perde. Use a induc¢do completa para mostrar que se cada
jogador jogar com a melhor estratégia possivel, o primeiro vence, se n = 43, 45 + 2
ou 45 + 3 para qualquer numero inteiro nio negativo j, e o segundo jogador vence
no outro caso possivel, quando n = 4j + 1 para qualquer nimero inteiro ndo
negativo j.

Assuma que uma barra de chocolate tenha n quadrados organizados em formato
retangular. A barra, com um pedaco retangular a menos que a barra original, pode
ser quebrada na horizontal ou na vertical separando-se os quadrados. Admitindo
que apenas um pedago pode ser quebrado de cada vez, quantas vezes vocé deve
quebrar a barra sucessivamente em n quadrados separados? Use a inducdo
completa para demonstrar sua resposta.

Suponha que vocé comece com um pilha de n pedras e divida-a em n pilhas
com uma pedra cada, separando, sucessivamente, uma pilha de pedras em duas
menores. Cada vez que vocé faz a divisdo, multiplica o nimero de pedras em
cada uma das pilhas menores formadas; para que elas tenham r e s pedras,
respectivamente, vocé computa rs. Mostre que ndo importa como vocé separa as
pilhas, a soma dos produtos computados em cada etapa é igual a n(n — 1)/2.

Encontre o erro na seguinte prova que todos os cavalos sio da mesma cor.
Afirmacao: Em qualquer conjunto de h cavalos, todos os cavalos sdo da mesma cor.

Base: Para h = 1. Em qualquer conjunto contendo somente um cavalo, todos os
cavalos claramente sdo da mesma cor.

Passo de Inducéo: Para k > 1, vamos supor que a afirmacéo é verdadeira para h =
k e vamos provar que ela é verdadeira para h = k+1. Tome qualquer conjunto H de
k+1 cavalos. Mostraremos que todos os cavalos nesse conjunto sdo da mesma cor.
Remova um cavalo desse conjunto para obter o conjunto H; com apenas k cavalos.
Pela hipétese de inducdo, todos os cavalos em H; sdo da mesma cor. Agora reponha
o cavalo que fora retirado e remova um outro, obtendo um conjunto Ho. Pelo
mesmo argumento, todos os cavalos em Hs sdo da mesma cor. Conseqiientemente,
todos os cavalos em H tém que ter a mesma cor, e a prova estd completa.

. Encontre a falha na seguinte “demonstracdo” de que toda postagem de trés centavos

ou mais pode ser feita usando-se apenas selos trés e quatro centavos. Passo base:
Podemos fazer postagens de trés centavos com apenas um selo de trés, e podemos
fazer postagens de quatro centavos usando apenas um selo de quatro centavos.
Passo de Indugdo: Assuma que podemos fazer postagens de j centavos para todos os
numeros inteiros ndo negativos j com j < k usando apenas selos de trés e quatro
centavos.Entdo, podemos fazer postagens de k+ 1 centavos substituindo um selo de
trés centavos por um selo de quatro centavos ou substituindo dois selos de quatro
centavos por trés selos de trés centavos.

Seja a seqliéncia a1, a2, as, ... definida como

a = 3
an = T*ap—1,YVn > 2

Prove por inducio matematica que a,, = 3 * 7"~ ! para todos os inteiros n > 1.

Seja a seqiiéncia ai,as,as,... definida como
ay = 1
a = 3
ar = ap—2+2ap_1Vk >3

Prove por inducdo matemadtica que a,, é impar para todos os inteiros n > 1.

Seja a seqiiéncia 9o, 91,92, --- definida como
go = 12
g1 = 29

gk = 5gk—1 —6gk—2,Vk >2

Prove por indugdo matematica que g, = 5 * 3" + 7 x 2" para todos os inteiros
n > 0.

Seja a seqiliéncia a1, a2, as, ... definida como
ago = 3

an = bS*xan_1+8Vn>1

Prove por indu¢do matemdtica que a,, = 3 ( mod 4) para todos os inteiros n > 0.



