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Principio da Inducao Matemdtica

Definicao
Seja P(n) um predicado definido para os inteiros n e ng um inteiro
fixo. Suponha que as duas afirmacdes seguintes sejam verdadeiras:

@ P(ng) € verdade (Caso Base)
@ Para todo n > ng, se P(k) é verdade entdo P(k + 1) é
verdade. (Passo Indutivo)

Podemos concluir que

@ Para todo inteiro n > ng, P(n) € verdade
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Principio da Inducao Matemdtica

Este principio pode ser expresso pela seguinte regra de inferéncia:

[P(no) AVk(P(k) = P(k+1))] = Vn > noP(n) (1)
Observacdes:

@ Em uma prova por indugao matematica ndo assumimos que
P(k) é verdade para todo os inteiros. Mostramos que se P(k)
é verdade entdo P(k + 1) é verdade também.

@ Na prova por indugdo, devemos usar obrigatoriamente o
predicado P(k) (Hipdtese de Inducio).
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Angulos Internos

Prove, por indugao, que a soma dos angulos internos de um
poligono convexo de n lados (n > 3) é igual a S(n) = (n—2) - 180.
Passo Base: Temos que mostrar que a propriedade vale para um
poligono de 3 lados.

a+b+c=180"

Figura: Propriedade valida para n =3
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Angulos Internos

Passo Indutivo: Suponhamos que, para algum k > 3, a soma dos
angulos internos seja (k — 2) - 180 (Hipétese de Indugdo). Vamos
mostrar que a soma dos angulos internos de poligono de k + 1 é

(k+1—2)-180.
Considere um poligono de k + 1 lados com vértices
Vi, V2, ..., Vk, Vktr1. S€ unirmos v a vk teremos um poligono de k

lados, por hipétese, a soma dos angulos internos é (k — 2) - 180.

Vi1

vy

A v

Figura: Poligono de k + 1 lados

Wiladimir Araijo Tavares Indugdo Matematica



Angulos Internos

Logo, a soma dos angulos internos do poligono de k + 1 lados é:

(k—2)-180 + 180 = (k — 2 + 1) - 180. (2)
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Moeda Falsa

Umas das 2" moedas de ouro de um Rei é falsa e pesa menos que
as demais. A diferenca sé pode determinada com o uso de uma
balanca de dois pratos. Mostre que com n pesagens o Rei pode
descobrir qual é a moeda falsa.

@ Passo Base: Para n =1, temos 2 moedas. Colaca-se uma
moeda em cada prato. A moeda que pesa menos estd no
prato que estiver mais alto.

@ Passo Indutivo: Suponha que, para algum k, com k
pesagens é possivel descobrir a moeda falsa dentre 2% moedas
(Hipdtese de Indugdo). Vamos mostrar com k + 1 pesagens é
possivel encontrar a moeda falsa dentre 251 moedas.
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Moeda Falsa

Considerando 24*1 moedas, podemos dividir as moedas em 2
grupos com 2% moedas, descobrimos com 1 pesagem em qual
grupo se encontra a moeda falsa. Por hipdtese, sabemos que com
k pesagem descobrirmos a moeda falsa dentre 2¥ moedas. Logo, o
total de pesagem serd k + 1.
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Somatério

Prove, por inducdo, que

P(n):1+2+...+n:n(n2+1) (3)

para todos inteiros n > 1.

Demonstracao.

@ Passo Base: Paran=1,1= @

@ Passo Indutivo: Considere que a propriedade vale para P(k),
ou seja,

P(k):l+2+...+k=@ (4)

para algum inteiro k > 1[Hipétese de Indugao]
L]
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Somatério

Demonstracao.

Devemos mostrar que

P(n+1):1+2+...+(k+1):(k+1)2ﬂ (5)
Sabemos que
1424kt (k+1) = KDy
_ k(k+1)+2(k+1) -

(k—El)(k+2) :
2
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Principio da Inducao

Observe que na prova por inducdo devemos usar obrigatoriamente
o predicado P(k) para mostrar que P(k + 1)
Por exemplo, a soma

14+2+...+k +(k+1)
P(k) +(k+1) (6)
R (k1)
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Divisibilidade

Prove, por indugao, que
P(n) : 22" — 1 ¢ divisivel por 3. (7)

para n>1
@ Passo Base: Paran =1, 221 — 1 = 3 que é divisivel por 3.

@ Passo Indutivo: Assuma que 224 — 1 ¢é divisivel por
3.[Hipétese de Indugdo]
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Divisibilidade

Devemos mostrar que

22(k+1) _ 1 ¢ divisivel por 3. (8)
Sabemos que
22(k+1) _ 1 — 922k+2 _ 4
= 2%k.22_1
— .41 (9)
= 22k.3+1)-1

3.22k+(22k_ 1)
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Relagao de Recorréncia

Seja a sequéncia aj, ap, . . . definida como
a = 2
1
a, = ba,.1 ,n>2 (10)

Prove, por indugdo, que

ap=2-5""1 (11)
paran>1

@ Passo Base: Paran=1,a, =2-51"1=2.1=2.

@ Passo Indutivo: Assuma que a propriedade vale para algum
k > 1, ou seja, ax = 2 - 5! [Hipétese de Indugio]
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Relacdo de Recorréncia

Devemos mostrar que

aky1 =2 5Kl =25k (12)
Sabemos que
ak+1 = 5-ak
= 5.(2-5%71) [Hipétese de Indugdo] (13)
= Yol
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Desigualdade

Prove, por inducdo, que

2" < nl (14)
para todo n > 4
© Passo Base: Para n = 4, temos 2% = 16 < 24 = 4!

@ Passo Indutivo: Assuma que para algum inteiro k > 4,
2K < k! [Hipétese de Indugao].
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Desigualdade

Devemos mostrar que

2L < (k+ 1)L (15)
Sabemos que
2k+1 — 22/(
< 2kl
< (k+1) K (16)
< (k+1)!
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Postagem

Prove, por indugao, que toda postagem de 12 centavos ou mais
pode ser formada usando selos de 4 e 5 centavos.

P(n) = a postagem de n centavos pode ser formada usando selos
de 4 e 5 centavos, ou seja, existem inteiros a e b tal que
4a+5b=n.

Mostre que P(n) é vélida para n > 12.

© Passo Base: Para n=12, a postagem de 12 centavos pode
ser formada 3 selos de 4 centavos e 0 selo de 5 centavos.

@ Passo Indutivo: Considere que, para algum k > 12, a
postagem de k centavos pode ser formada usando selos de 4 e
5 centavos, ou seja, existem inteiros a e b tal que 4a+5b = k.
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Postagem

Devemos mostrar que podemos formar uma postagem de k + 1
centavos, ou seja, existem inteiros a’ e b’ tal que k+1 = 43’ +5b'.
Considere dois casos:

@ Se a > 1: um selo de 4 centavos pode ser substituido por um
selo de 5 centavos. Assim obtemos uma postagem de k + 1
centavos coma =a—1eb =b+ 1.

4(a—1)+50b+1) = 4a—4+5b+5
(17)
— k+1

@ Se a = 0 ent3o podemos garantir que a postagem possui pelos
menos 3 selos de 5 centavos. Logo, podemos substituir 3 selos
de 5 centavos por 4 selos de 4 centavos. Assim, obtemos uma
postagem de k + 1 centavos com a’ =a+4e b =b—3.

4a+4)+5(b—3) = 4a+16+5b— 15
= k+1 (18)
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Principio da Inducao Forte

Definicao

Seja P(n) um predicado que é definido para inteiros n, e seja a e b
inteiros fixos, sendo a < b. Suponha que as duas afirmacdes
seguintes sejam verdadeiras:

@ P(a),P(a+1),...,P(b) é verdadeiro (Passo Base)

@ Para todo k > b, se P(a),P(a+1),...,P(k) sdo verdadeiros
entdo P(k+1) é verdadeiro.
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Este principio da indugdo forte pode ser expresso pela seguinte
regra de inferéncia:

b k—1
[\ P(i) AVK(\ P(i) = P(k+1))] = Yn>a,P(n)  (19)

Comentdrios:

@ Em uma prova, por inducdo forte, nés assumimos que se a
P(i) é verdadeiro, para todo a < i< k —1entdo P(k+1) é
verdadeiro.

@ Na prova, por indugdo forte, devemos usar obrigatoriamente
P(i), para a < i<k —1.
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Ndmeros Primos

Prove, por indugao forte, que qualquer inteiro maior que 1 é
divisivel por um ndmero primo.

@ Passo Base: Para n =2, a propriedade é vilida ja que 2|2.
@ Passo Indutivo: Assuma que, para algum inteiro k, i é
divisivel por um primo, para 2 < i/ < k. Vamos mostrar que
k + 1 é divisivel por um primo. Se k+ 1 é primo entdo k+1 é
divisivel por um primo (ele mesmo). Se k + 1 n3o primo ent3o
k =a- b, onde a e b sido inteiros taisque 2 < a< k e
2 < b < k. Pela hipdtese indutiva, a é divisivel por um primo
p. Pela transitividade da divisibilidade, k41 é divisivel por p
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Relac3o de Recorréncia

Seja a sequéncia go, &1, - - - definida como
g0 = 12
g = 29 (20)
8 = 58k—1—08k—2

Prove por indugdo matematica que g, =5-3" 472"

© Passo Base: Para n = 0, temos que
g =5-34+7.20=547=12. Para n=1, temos que
g1 =5-3"+7-21 =154+ 14 =20

@ Passo Indutivo: Assuma, para algum inteiro k,
g =5-3+7-2 paral <i<k.
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Relac3o de Recorréncia

Vamos mostrar que g1 = 5- 3Kt1 4 7. 2K+
Sabemos que

gk+1 = 5gk —6gk_1
= 5(5-3K4+7.2K) —6(5-3k"1 4 7.2k71)
= 25.3k435.2k_30.3k"1 _42.2k"1
= 25.3k435.2k_30.3k"1 _4p.0k"1
— TS ST LT 2 e gl A el (21)
= 45.3k-1 4 0g.0k"1
= 5.32.3k71 1 7.22.0k"1
— 5.3k+1_‘_7.2k+1
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Prove, por inducdo, que toda postagem de 18 centavos ou mais
pode ser formada usando selos de 4 e 7 centavos.

1. Passo Base: Os seguintes valores podem ser formados
usando selos de 4 e 7 centavos.

n | Selos

18 | 7+7+4

19 | 7+4+4+4
20 | 4+4+4+444
21 | 7T+ 7+7
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2. Passo Indutivo: Assuma, para algum inteiro k, a postagem
pode ser obtida usando selos de 4 e 7 centavos para todo
18 < i < k, onde k > 21. Temos que mostrar que a postagem
k + 1 pode ser formada usando selos de 4 e 7 centavos. Por
hipdtese de indugdo, podemos assumir que a postagem k-3
(k+1-4) pode ser formada usando os selos de 4 e 7 centavos
uma vez que k — 3 > 18. Para formar a postagem de valor
k + 1, basta adicionar um selo de 4 centavos na postagem k-3.
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Angulos Internos

Prove, por indugao, que a soma dos angulos internos de um
poligono convexo de n lados (n > 3) é igual a S(n) = (n—2) - 180.
Passo Base: Temos que mostrar que a propriedade vale para um
poligono de 3 lados.

a+b+c=180"

Figura: Propriedade valida para n =3
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Angulos Internos

Passo Indutivo: Suponhamos que, para algum k > 3, a soma dos
angulos internos de um poligono de i lados seja (i — 2) - 180, para
todo 3 </ < k (Hipétese de Indu¢do). Vamos mostrar que a soma
dos angulos internos de poligono de k+1 é (k+ 1 — 2)-180.
Considere um poligono de k + 1 lados com vértices

Vi, V2, ..., Vk, Vktr1. S€ unirmos vi a v;, teremos um poligono
Vi, V2,...,V; de i lados e o poligono vy, vj, Viy1,..., k1 de
k — i+ 3 lados. Logo, a soma dos angulos internos do poligono de
k + 1 lados é:
S(k+1) = S(i)+S(k—i+3)
S(k+1) = (i—2)-180+(k—i+3—2)-180 (22)
S(k+1) = (i—24+k—-i+3-2)-180
S(k+1) = (k+1-2)-180
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