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Sequencia e Somatdrios

© Representar solugdes de certos problemas de contagem.

@ Ferramenta importante para a analise de algoritmos.
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Sequéncia

Uma sequéncia é uma funcdo de um subconjunto dos inteiros
(usualmente o conjunto {1,2,3,...} )para um conjunto S. A
notagdo a, representa um termo da sequéncia, imagem do inteiro
n.

Considere a sequéncia {a,}, onde

an=—
n

A lista de termos desta sequéncia comecando com a;:
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N
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Encontre os termos da sequéncia {a,}, onde a, =2-(—3)" +5":

Q@ a0=2(-30+5=2.-1+1=3
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Encontre os termos da sequéncia {a,}, onde a, =2-(—3)" +5":
© a=2(-3°+5°=2-1+1=3
@ a=2(-3)1+5'=2.(-3)+5=-1
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Encontre os termos da sequéncia {a,}, onde a, =2-(—3)" +5":
© a=2(-3°+5°=2-1+1=3
@ ay =2(-3)+5'=2-(-3)+5=-1
© a=2(-3)%+52=2-9+25=143
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Definicao

A progressdo geométrica é uma sequéncia da forma

a,ar,ar?,...,ar", ... (1)

onde o termo inicial a e a razdo r sdo niimeros reais.

Exemplo

A sequéncia {b,} com b, = (—1)", {cn}, com c, =2-5" e {d,}
comd, =6 - (%)” sdo progressoes geométricas com termo inicial e
razdo iguaisa le-1; 2e 5, eb e %
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Uma progressao aritmética € uma sequéncia da forma

a,at+d,a+2d,...,a+nd,... (2)

onde o termo inicial a e a razdo d sdo niimeros reais.

Exemplo

A sequéncia {s,} com s, = —1+4n e t, =7 — 3n sdo progressées
aritméticas com termo inicial e razdo -1 e 4; 7 e -3.
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Definicao

Uma relagdo de recorréncia para uma sequéncia {ap} € uma
equagdo que expressa a, em termos de um ou mais termos
anteriores da sequéncia, a saber ag, a1, ...,a,_1, para todos os
inteiros n com n > ng, onde ng € um inteiro ndo negativos. Uma
sequéncia € dita uma solugcdo de uma relagido de recorréncia se seus
termos satisfazem a relacio de recorréncia.
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Example
Seja {a,} uma sequéncia que satisfaz a relagdo de recorréncia
ap=ap_1+3paran=1,2,... e suponha que ag = 2. Descubra
ai,ar e a3’

a1 =3+3=2+3=5

@ a=a+3=5+3=38

@ a3=a+3=8+3=11

A solucao dessa relacdo de recorréncia é a sequéncia a, = 2 + 3n
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Example
Seja {a,} uma sequéncia que satisfaz a relagdo de recorréncia
ap, =2a,_1 paran=1,2,... e suponha que ag = 1. Descubra
ai,ar e a3’

(*] 31:230:2-1:2

@ ay=2a1=2-2=4

@ a3=2a=2-4=28

A solucao dessa relacdo de recorréncia é a sequéncia a, = 2"
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Exemplo

Determine se a sequéncia {an}, onde a, = 3n para todo inteiro ndo
negativo n é uma solugdo da relagcdo de recorréncia

ap =ap-1—ap—2, paran=>?2

Suponha que a, = 3n para n > 0. Entdo, para n > 2, temos que
2ap_1—ap—2=2(3(n—1))—3(n—2) =6n—6—3n+6 = 3n = a,.
Portanto, {a,}, onde a, = 3n é uma solucio da relacio de
recorréncia.
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Exemplo

Determine se a sequéncia {a,}, onde a, =5 para todo inteiro ndo
negativo n é uma solugdo da relacdo de recorréncia
ap = ap—1 — an—2, para n > 2

Suponha que a, =5 para n > 0. Entdo, para n > 2, temos que
2a,-1 —ap—2 =2-5—-5=10—-5 =5 = a,. Portanto, {a,}, onde
an =5 é uma solugdo da relacdo de recorréncia.
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Resolva a relacdo de equacdo a, = a,_1 + 3, paran>1 e ag = 2.
Meétodo 1 (Forward Substitution):

a = 243

a2 = (2+3)+3 = 2+43.2
a3 = (24+2-3)+3 = 2+43-3
a, = (24+4(n-1)-3)+3 = 2+43:-n
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Exemplo

Resolva a relacdo de equacdo a, = ap—1 + 3, paran>1 e ag = 2.
Meétodo 2 (Backward Substitution):

a, = ap-1-+3
= ((ap—2)+3)+3 = a,2+3-2
= (a,,_3+3)+3-2 = ap3+3-3
= a,_x+3k

Facan—k=0. Logo, k=n

a, = a+3n = 2+4+3n
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Definicao

A notacdo " a; representa
j=m “J

am+tamt1+ ...+ an (3)

A varidvel j é chamada de indice do somatdrio. O indice do
somatario percorre todos os inteiros comegando com seu limite
inferior m e terminando com o seu limite superior n.
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Qual é o valor de E?lez ?

= 144+9+16+25
= 55
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Propriedades do somatérios:

n
(1) ZC = (n—m+1)C, onde C é uma constante. Caso

i=m

n
especial: m =1, ZC = nC.
i=1
n n n
@ ) (axi+biy) =) axi+ Y by
i=1 i=1 i=1

n n
@) x=C> x.
i=1 i=1
n n k—1
Q Z ajiXj = Z ajiXji — Z a;Xj.
i=k i=1 i=1
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Propriedades do somatérios:

(1] Zakxk = Za x; (Mudanga de indice).

i=1

n+1
Q E Ak+1Xk+1 = E a;x; (Mudan¢a do dominio do indice).
k=1 i=2
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Somatdrios simples:
n

Z 1 = n
Z k _ n(n2+1)

2 n(n+1)(2n+1
N

ZkS _ (”(";1))2
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Teorema

Mostre que Y i1 i = w

Demonstracao.

Considere que S, = Y i i:
n

25, = > i+> i
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Teorema

Mostre que >_7_,2/ =21 — 1

Demonstracao.

Considere que S, = Z?:o e

25, = 2 Z i
— 2214-1

n+1

- sz
_ Z2k 2n+1

— 5 + 2n+1 20

25,— S, = 2m1_1
O
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Teorema
n

Mostre que Z Xk+1 — Xk = Xn+1 — X1
k=1

n n n
E Xk+1 — Xk = E Xk+1 — § Xk
k=1 k=1 k=1

n+1 n
— Z Xj — Z Xj
i=2 i=1
n n
= Xn+1+ZXi_X1_ZXI
i=2 i=2
= Xp+1 — X1
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Teorema

|

Mostre que Z 2k —1 = n?
k=1

Demonstracao.
Como k? — (k —1)?> = 2k — 1, temos que:

2k — 1 k? —
>t = 5 :

= n2

|
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Exercicios

Usando o método da substituicdo, encontre a solucdo para a
seguinte relacdo de recorréncia:

do = 1
ap, = ap1+1,n>1
Método da Substitui¢do:
an, = ap1+1
2
= ((an—2)+1)+1 = a2+ 1
I§1
= ((an3+1)+1)+1 = a5 3+ 1
i=1
_ K
= ankt)iql
Faca n— k=0. Logo, k =n
n
ap = ao—i—Zl = 1+n
i=1
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Exercicio

Quantas vezes a comparagdo A[i] > Alj] € realizada?

for(int i = 1; i <=n; i++)
for(int j =i + 1; j <=n; j++)
if( Ali] > Alj])
troque A[i] e A[j]

N

Y31 = Srin-(i+1)+1

i=1 j=i+1

|
Ny

|

T
07

I
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Exercicio

Considere o seguinte trecho de cédigo:

1| progl(int n){

2 if(n==1){

3 printf("oi”);
4 return;

5 telse{

6 for(i=1;i<=n;i++)
7 printf(”oi”);
8 progl(n—1);

9

A relacdo de recorréncia que determina o nimero de vezes que a
palavra oi é impressa:

T(1) = 1

T(n) = T(n—1)+n¥n>1



Exercicio

T(1) =1
T(n) = T(n—1)+nVn>1

Método da Substitui¢do:
T(n) = T(n—1)+n
= (T(h—=2)+n—1)+n
= (T(h=3)4+n—-2)+n—-1)+n

= T(n—k+Xign—i
Facan—k=1. Logo, k=n—-1

n—2
T(n) = T@Q)+) n—i = 1+ X n— Y0
i=0
= 14+ (n _I 1)[7 _ (”_1)2(”_2) = 14+ n2_—n— n273n+2
2422 —2n—n?+43n—2 _ n+n
2 - 2
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