Universidade Federal do Ceara
Centro de Ciéncias
Departamento de Computacao

Algoritmos Probabilisticos
Lista de exercicios 1

1. Elabore um algoritmo probabilistico ©(n) que receba um inteiro k, um real 0 < € < 1 e um vetor A com
n nimeros reais e responda se A possui ou ndo um elemento majoritério (ou seja, um elemento que aparece
mais do que n/k vezes). O seu algoritmo pode errar com probabilidade .

2. O algoritmo Bubble-Sort de ordenagao troca repetidamente pares vizinhos de elementos que estejam
invertidos, até que o vetor inteiro esteja ordenado. Suponha que vocé recebeu uma permutacao aleatéria de
tamanho n como entrada, gerada uniformemente entre as possiveis n! permutacoes de tamanho n. Determine
o numero esperado de inversoes que precisam ser corigidas pelo Bubble-Sort.

3. Calcule agora a variancia do nimero de inversoes que precisam ser corrigidas pelo Bubble-Sort.

4. Seja A um algoritmo que roda em tempo esperado O(n?) para entradas aleatérias e uniformes de
tamanho n. O que a desigualdade de Markov pode nos dizer sobre as entradas de pior caso desse algoritmo?

5. Determine explicitamente (ou seja, mostre o niimero) a probabilidade de se obter 55 ou mais coroas ao
lancar 100 vezes uma moeda. Compare este valor com o limite de Chernoff. Faca o mesmo para 550 coroas
em 1000 lancamentos.

6. Seja A um algoritmo probabilistico que, com entrada z, retorna uma resposta A(z) que é correta com
probabilidade p > 2/3, onde A(z) é um ntimero natural. Calcule a probabilidade da resposta majoritéria
(aquela que repete mais) ser a correta quando o algoritmo é repetido n vezes. Quanto deve ser o valor n de
repetigoes para termos uma probabilidade 99,9% de termos a resposta certa?
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7. Dada uma permutagao o de tamanho n, dizemos que uma permutacao 7 de tamanho m < n
subpermutacao de o se existem m elementos de o cuja ordem relativa seja 7. Por exemplo, 7 = (2,1, 3)
subpermutacao de o = (1,4, 3,2,5). Seja A(7,0) o niimero de ocorréncias de 7 como subpermutacao de o.
No exemplo anterior, A(7,0) = 3, por causa de [4, 3, 5], [4,2,5] e [3,2,5], que tem a mesma ordem relativa de
7=1(2,1,3). Seja t(r,0) a densidade A(r, 0’)/(;:1) Gerando uma permutagao o aleatdria e uniformemente,
quanto é o valor esperado de t(7,0), onde 7 é uma permutagao de tamanho m?
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8. Use o método das diferencas limitadas para provar que ¢(7, o) estd bem concentrado préximo a média.

9. Seja G um grafo bipartido completo com partes A e B de tamanhos m e n respectivamente. Uma
orientacdo D de G é um grafo direcionado obtido de G escolhendo uma direcdo A — B ou A + B para
cada aresta de G. Uma coloragdo de D significa dar uma cor a cada vértice de D de modo que vértices
vizinhos tenham cores diferentes e, entre duas cores, a dire¢ao das arestas é em um tnico sentido (ou seja,
nao existem vértices x e y com a mesma cor tal que x — z — y para algum outro vértice z de G). Prove

que, se
m n

2 " 27 < 1,
() + ()

entao existe uma orientacao D de G tal que todos os vértices devem ter cores diferentes entre si.



