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1. Suponha que uma moeda nao viciada é lancada N vezes. Um grupo é uma sequéncia de lancamentos
consecutivos com mesmo valor. Por exemplo, se os lancamentos foram CCCKCCCKKKKKC, temos os
seguintes 5 grupos: CCC, K, CCC, KKKKK, C. Qual o nimero esperado de grupos? Qual o nimero
esperado de grupos de tamanho 17

2. Sabendo que E[(X —1)?] = a > 0 e que E[(X — 2)?] = b > 0, calcule esperanga e varidncia de X em
funcao de a e b.

3. O ndimero X de particulas radioativas emitidas por um reator segue uma distribuicao de Poisson com
taxa A. Cada particula pode ser do tipo « ou do tipo 8. A probabilidade de uma particula ser do tipo « é
p. Denote por Y o nimero de particulas do tipo a e por Z o nimero de particulas do tipo 3, de modo que
X=Y+7Z.

(a) Encontre a distribuicao de Y e de Z.
(b) Mostre que Y e Z sao independentes.

Dica 1:
. e~
X ~ Poisson(\) = P(X =n)=

n!
Dica 2: Formula de Taylor:

xn

E — = e~
n!

n>0

4. Seja {X,, n > 0} uma cadeia de Markov com estados 1,2,3 dado pela matriz P abaixo, onde P, ;
(linha ¢ e coluna j) é a probabilidade de ir do estado i para o estado j. Seja X/ = min{X,,2} e seja
X! = max{X,,2}. A sequéncia {X/, n > 0} é uma cadeia de Markov? A sequéncia {X)/, n > 0} é uma
cadeia de Markov? Justifique.

0 1/2 1/2
P = (1/2 1/2 0
1 0 0

5. Considere a seguinte matriz P e responda:

0 2/5 1/2 1/10 0 0
0 0 3/4 0 1/4 0
P 0 1/3 0 0 0 2/3
o 0 0 1 0 0
/2 0 0 0 1/2 0
0 4/5 0 0 1/5 0



(a) Seja E; o evento de, iniciando no estado i, a cadeia de Markov retornar ao estado i em algum momento
futuro. Quem é mais provavel? Es ou E5? Es ou E3?

(b) Iniciando no estado 6, qual o ntimero esperado de vezes que o processo entrard nesse estado?

6. Uma particula se movimenta entre n + 1 estados que estao situados em um circulo. A cada passo,
a particula se move no sentido horédrio com probabilidade p ou no sentido anti-hordrio com probabilidade
1 —p. Iniciando em um estado qualquer, calcule a probabilidade de, antes do primeiro retorno aquele estado,
a particula ter visitado todos os outros estados.

7. Um homem possui n guarda-chuvas que ele usa para ir da casa ppara o trabalho e vice-versa. Se chove
no inicio do dia, ele leva um guarda-chuva da casa para o trabalho (se em casa tiver um). Se chover no
fim do dia, ele leva um guarda-chuva do trablho para casa (se no trabalho tiver um). Considerando que a
probabilidade de chover é p (seja de manha ou de noite), qual a probabilidade dele se molhar? Ou seja, qual
a fracao das viagens ele estara sem guarda-chuva?

8. Seja (X)) uma cadeia de Markov tal que, se X,,_1 = k, entdo P(X,, = k+1) =1/2eP(X,, = k—1) =1/2.
Considere que Xy = 0. Sejam a > b > 0 > c inteiros. Note que, se n é impar e b é par, ou vice-versa, entao
P(X, = b) = 0. Considere entdo que n e b sdo ambos pares ou ambos {mpares. Calcule a probabilidade
P(X,, = b) de X,, ser igual a b. Dizemos que a cadeia tocou o eixo y = a antes de n se X, é maior ou igual
a a para algum 0 < n’ < n. Calcule a probabilidade de X,, = b e a cadeia tocar o eixo y = a antes de n.
Calcule a probabilidade de X,, = b e a cadeia tocar o eixo y = a e, apds o primeiro toque no eixo y = a, nao
tocar o eixo y = ¢ (a cadeia pode tocar o eixo y = ¢ antes do primeiro toque no eixo y = a). Dica: Reflexao.

9. Seja {X,, n > 0} uma cadeia de Markov com estados 1,2,3,4,5,6 dada pela matriz P abaixo, onde
P; ; (linha i e coluna j) é a probabilidade de ir do estado ¢ para o estado j. Seja X, = min{X,,, 4} e seja
X)) = max{X,,3}. A sequéncia {X/, n > 0} é uma cadeia de Markov? A sequéncia {X/, n > 0} é uma
cadeia de Markov? Justifique.

0 2/5 1/2 1/10 0 0
0 0 3/4 0 1/4 0
P 0 1/3 0 0 0 2/3
o 0 0 1 0 0
/3 0 0 0 2/3 0
0 45 0 0 1/5 0

10. Sobre a cadeia da questao anterior, respondas:

(a) Seja E; o evento de, iniciando no estado 4, a cadeia de Markov retornar ao estado i em algum momento
futuro. Quem ¢é mais provavel? Es ou E5? FE5 ou E3?

(b) Iniciando no estado 6, qual o ntimero esperado de vezes que o processo entrard nesse estado?



