Algoritmos Probabilisticos

» Algoritmos Probabilisticos, Algoritmos Aleatérios, Algoritmos
Randbmicos, Randomized Algorithms

» S3o algoritmos que usam probabilidade em sua légica, ou seja, que
fazem escolhas aleatérias.
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Algoritmos Probabilisticos - Tipos

» Algoritmo Las Vegas: Sempre faz o esperado. O tempo do
algoritmo depende das escolhas aleatdrias (Quick Sort, Sele¢o).

» Algoritmo Monte Carlo: Pode n3o fazer o esperado, com baixa
probabilidade. O tempo do algoritmo pode ou ndo depender das
escolhas aleatérias.

Exemplo: Problema do Popular-busca

» Elem. popular de vetor de tam. n: aparece mais de n/5 vezes

> [1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,5,5,5]: O elemento 5 é popular.

» Problema de Busca: Dado vetor com popular, encontrar um deles.
> Algoritmo Las Vegas: Repita até encontrar: escolhe um elemento

aleatdrio e conta quantas vezes aparece. Se for mais de n/5 vezes,
retorne esse elemento.

» Algoritmo Monte Carlo: Semelhante ao Las Vegas, mas repete no
maéximo 9 vezes. Retorne um elemento aleatério se ndo encontrou
um popular nas itera¢des anteriores.



Algoritmos Probabilisticos - Problema Popular-busca

Algoritmo Deterministico p/ Problema Popular-busca

>

>
>
>
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Elem. popular de vetor de tam. n: aparece mais de n/5 vezes
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,5,5,5]: O elemento 5 é popular.
Problema de Busca: Dado vetor com popular, encontrar um deles.

Algoritmo Deterministico: Usa o algoritmo SELECAO do k-ésimo
minimo para k = n/5, 2n/5, 3n/5 e 4n/5. Pelo menos um desses 4
elementos serd popular, basta contar para descobrir qual.

[0,1,1,2,2,3,4,5,5,5,5,6,7,8,9]: O elemento 5 é popular.
Tempo de pior caso: 4 - (n+ TempoSelegdo(n)) = O(n)
constantes ndo muito pequenas escondidas na notacdo: O(44 - n)

Observacio: SELECAO tem algoritmo Las-Vegas bem mais répido.



Algoritmos Probabilisticos - Las Vegas - Popular-busca

Algoritmo Las-Vegas p/ Problema Popular-busca

>

>
>
>
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Elem. popular de vetor de tam. n: aparece mais de n/5 vezes
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,5,5,5]: O elemento 5 é popular.
Problema de Busca: Dado vetor com popular, encontrar um deles.

Algoritmo Las Vegas: Repita até encontrar: escolhe um elemento
aleatdrio e conta quantas vezes aparece. Se for mais de n/5 vezes,
retorne esse elemento.

Las Vegas sempre retorna um popular, mas pode demorar.
Distribuicio Geométrica: 5 buscas s3o suficientes em média
Tempo Esperado: O(5n)

Mas pode dar tempo bem mais alto: Variancia grande



Algoritmos Probabilisticos - Monte Carlo - Popular-busca

Algoritmo Monte-Carlo p/ Problema Popular-busca

>

>
>
>

Elem. popular de vetor de tam. n: aparece mais de n/5 vezes
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,5,5,5]: O elemento 5 é popular.
Problema de Busca: Dado vetor com popular, encontrar um deles.

Algoritmo Monte Carlo: Semelhante ao Las Vegas, mas repete no
maximo 9 vezes. Retorne um elemento aleatério se ndo encontrou
um popular nas iteracbes anteriores.

» Monte Carlo pode errar e o tempo pode variar: O(9n) pior caso

» Distribuicdo Geométrica: Probabilidade de errar em 10 tentativas:

(4/5)1° < 11%
Conclus3do: Tempo esperado: O(3.2 - n) com probab acerto 89%

Tempo ndo passa de O(9 - n)



Algoritmos Probabilisticos - Monte Carlo - Popular-busca

Algoritmo Monte-Carlo-2 p/ Problema Popular-busca

>

>
>
>
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Elem. popular de vetor de tam. n: aparece mais de n/5 vezes
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,5,5,5]: O elemento 5 é popular.
Problema de Busca: Dado vetor com popular, encontrar um deles.

Algoritmo Monte-Carlo-2: Selecione 1000 elementos
aleatoriamente e retorne o que aparece mais vezes.

Monte Carlo pode errar, mas sempre tem mesmo tempo O(1000)
constante no pior caso

» Distribuicdo 77?7. Probabilidade de errar pequena 7777

v

Conclusao: Tempo pior caso constante e probab acerto grande 7777

Exercicio: pesquise quanto seria esta probabilidade



Algoritmos Probabilisticos - Popular-decisao

Exemplo: Problema do Popular-decisao

>
>
>
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Problema de Decisao: Dado vetor, decidir se ele tem popular.
Algoritmo Las Vegas: 77?7 (que use realmente probabilidade)

Algoritmo Monte Carlo: Repita no maximo 9 vezes: escolhe um
elemento aleatdrio e conta quantas vezes aparece. Se for mais de
n/5 vezes, retorne SIM. Se nenhum encontrado, retorne NAO.

Monte Carlo pode errar e o tempo pode variar: O(3.2 - n) esperado
Se NAO (tem popular), o algoritmo sempre acerta e retorna NAO.
Se SIM (tem popular), o algoritmo pode errar.

Distribuicio Geométrica: Probab errar 9 vezes: (4/5)° < 14%
Conclusdo: Tempo esperado O(3.2 - n) com probab acerto 86%

Algoritmo one-sided error true-biased (OK p/ SIM): sempre acerta
quando diz SIM. Pode errar quando diz NAO.

Popular-dec € classe RP (Randomized Poly) p/ Problemas Decisdo
Outras classes: ZPP (zero error), RP, co-RP, BPP (two sided error)



Préximas aulas

» Resumo das Nog¢oes bdsicas de probabilidade: Independéncia,
Variavel aleatéria, Esperanca, Variancia

» Desigualdades classicas: Markov e Chebyschev

v

Aplicacao em Algoritmos Probabilisticos interessantes

» Distribui¢es Discretas: Binomial, Geométrica, HiperGeométrica,
Poisson, Binomial Negativa,...

» Aplicacdes: Problemas do Colecionador de Figurinhas

» Mais Algoritmos Probabilisticos: Quick Sort Aleatério, Mediana
Aleatéria, MaxSAT

> Desaleatorizacdo: obter algoritmo deterministico (ndo probabilistico)
Classificacdo p/ Problemas de Decisdo: ZPP, RP, co-RP, BPP.

» E mais: Amplificagdo, Cadeias de Markov, outras Desigualdades,
outros Algoritmos Probabilisticos, ...

v



Nocoes basicas de Probabilidade Discreta

Um espaco de probabilidade discreto (2, P) é dado por um conjunto
Q (chamado espago amostral, finito ou infinito enumerdvel) e uma
fungdo de probabilidade P:  — [0,1] tal que > .o P(w) = 1.
Subconjuntos do espaco amostral sdo chamados de eventos.

Exemplo: Lancamento de 1 moeda. Espaco amostral {C,K} com
P(C)=1/2eP(K)=1/2.

Exemplo: 2 moedas. Espago amostral {CC,CK, KC, KK} com
probabilidade 1/4 para cada.

Exemplo: Langamento de 1 dado. Espago amostral {1,2,3,4,5,6} com
probabilidade 1/6 para cada.

Exemplo: Duplas em sala com 4 alunos A,B,C,D. Espaco amostral
{AB,AC,AD,BC,BD,CD} com probabilidade 1/6 para cada.



Nocoes basicas de Probabilidade Discreta

Um espaco de probabilidade discreto (€2, P) é dado por um conjunto
Q (chamado espago amostral, finito ou infinito enumeravel) e uma
funcdo de probabilidade PP : @ — [0,1] tal que > .o P(w) = 1.
Subconjuntos do espago amostral s3o chamados de eventos.

Exemplo: Moeda n3o-viciada até obter uma coroa. Espaco amostral
{1,2,...} do nimero de langamentos. Determine fun¢&o de probab.

Solugdo: P(n) = (3)"1-(3) = (3)" (Distribuicdo Geométrica)
Note que Y02 P(n) = >02,(3)" = 1i/12/2 = 1 (soma de PG).

Exemplo: Moeda viciada é lancada até se obter uma coroa, que tem
probab. 1/9. Espaco amostral {1,2,...} do niimero de langamentos.
Determine a funcdo de probabilidade.

Solugdo: P(n) = (8)"1-(}) =
Note que >0°  P(n) = >0 2(8

)" (Distribuicio Geométrica)

ligg/g = 1 (soma de PG).

5
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Nocoes basicas de Probabilidade Discreta

Exemplo: Moeda viciada até obter 4 coroas. Espaco amostral {4,5,...}
do ndmero de langamentos. Determine fung¢do de probab.

Solugdo: P(n) = ("31)(3)*- (&) (Distr Binomial Negativa)

Exemplo: Uma moeda n3o-viciada é lancada 5 vezes. Qual é a
probabilidade de aparecer apenas uma cara? E 2, 3, 4 ou 5 caras?

Solugdo: Seja C (cara) e K (coroa).
As possibilidades de langamentos com 1 cara s3o:
CKKKK, KCKKK, KKCKK, KKKCK, KKKKC:

P(niimero de caras = 0) = (7)/2° = 1/32.
P(niimero de caras = 1) = (3)/2° = 5/32.
P(ndmero de caras =2) = (;) /2° 10/32.  (Distribui¢do Binomial)
P(nimero de caras = 3) = (3)/2° = 10/32
5
( )= ()
( ) = ()

/25 = 5/32.
/25 = 1/32.

P(nimero de caras = 4

P(ndmero de caras =5



Probabilidade Condicional

Probabilidade de um evento A dado que ocorreu um evento B:

P(A N B)

PAIB) = gy

e P(B)>0

Exemplo: Qual a probabilidade de se obter 3 caras em 5 langamentos,
considerando que nos dois primeiros sé teve 1 cara?

As possibilidades sdo:
CKCCK, CKCKC, CKKCC, KCCCK, KCCKC, KCKCC:

6 3 2/4-3/8

2.8 8  16/32

Eventos A e B sdo independentes se P(A|B) = P(A).
Conclusdo: P(ANB) = P(A)-P(B) e P(BJA) =P(B).



Probabilidade Condicional

Probabilidade de um evento A dado que ocorreu um evento B:

P(A N B)

PALB) =~

, se P(B)>0

Caso geral: P(AN B) = P(A)-P(BJA).
Caso geral: P(ANBNC) = P(A)-P(BJA)-P(C|A, B).
Caso mais geral:

P(AlﬂAgﬁ. . .ﬂAk) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1, A2) . .'P(Ak|A1, ceey Akfl)



Amplificacdo Probabilistica da probabilidade de acerto

» Seja A um algoritmo probabilistico SIM/NAO one-sided-error de
tempo polinomial que sempre acerta quando retorna SIM, mas
acerta quando retorna NAO com probabilidade baixa de 1%.

» Repetindo k vezes o algoritmo A e retornando NAO s6 se todas as
execucdes retornaram NAO, quanto serd a probab de erro? 0.99%

» Tomando k = 500, temos probab de erro < 1%.
> O algoritmo probabilistico SIM/NAO one-sided-error obtido desse

procedimento é polinomial, sempre acerta quando retorna SIM e
acerta quando retorna NAO com probabilidade alta de 99%.

» Analogamente também vale se A sempre acerta ao retornar NAO,
mas acerta quando retorna SIM com probabilidade baixa de 1%.

> E mais complicado se o algoritmo probabilistico A é two-sided-error:
pode errar o SIM e o NAO. Aulas futuras.



Amplificacdo Probabilistica da probabilidade de acerto

Seja A um algoritmo probabilistico SIM/NAO de tempo polinomial
que sempre acerta quando retorna SIM, mas acerta quando retorna
NAO com probabilidade baixa de £ > 0.

Repetindo k vezes o algoritmo A e retornando NAO s6 se todas as
execucdes retornaram NAO, quanto serd a probab de erro? (1 — <)k

> Para k = log; . 0.01 =log_1_ 100, temos probab erro < 1%.

v

Exemplo: Para ¢ = 0.01%, k = 50000 repeticbes s3o suficientes.

O algoritmo probabilistico SIM/NAO obtido desse procedimento é
polinomial, sempre acerta quando retorna SIM e acerta quando
retorna NAO com probabilidade alta de 99%.

Isso porque, quando € é constante (ndo depende do tam da insténcia
de A), mesmo que seja muito pequeno, k também é constante.



Classes probabilisticas de Problemas de Decisao
Dados 0 <s < ¢ <1, seja PCP. s o conjunto dos problemas de decisdo
que possuem algoritmos probabilisticos de tempo polinomial tais que:
> Se instancia SIM, P(algoritmo retorna SIM) > ¢ (completeness)
> Se instancia NAO, P(algoritmo retorna SIM) < s (soundness)

Classes conhecidas
> ZPP = PCPyy (Zero erro: possui algoritmo Las Vegas)
> RP =PCPy)5, (Pode errar dizendo NAO p/ instancia SIM)
» coRP = PCP;;/,, (Pode errar dizendo SIM p/ instancia NAO)
» BPP = PCP;/31/3 (Pode errar quando retorna SIM ou NAO)

NP BPP > P C ZPP
RP cORP » 7ZPP = RP N coRP
ZpPP » BPP O RP U coRP
> P=Z7PP?
» P=BPP?
>

BPP = RP U coRP ?

PSPACE



Aplicacdo: Verificar se tem Popular

vvyyvyy

vvyyvyy

Elem. popular de vetor de tam. n: aparece mais de n/5 vezes
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2,5,5,5]: O elemento 5 é popular.
Problema de Decisao: Dado vetor, decidir se ele tem popular.

Algoritmo Monte Carlo: Escolhe um elemento aleatdrio e conta
quantas vezes aparece. Se for mais de n/5 vezes, retorne SIM. Se
nenhum encontrado, retorne NAO.

Se NAO (tem popular), o algoritmo sempre acerta e retorna NAO.
Se SIM (tem popular), o algoritmo pode errar com probab < 4/5.
Amplificagdo: Repete 21 vezes: erro (4/5)%! < 1%

One-sided error true biased (acerta ao dizer SIM): Classe RP.



Aplicacao: Verificar Igualdade de Polinémios

Problema: Dados dois polindmios F(x) e G(x) de grau n, decidir se sdo
iguais ou ndo, considerando F(x) como produto de mondmios.
Exemplo: (x +1)(x —2)(x +3)(x —4) = x*+7x2-247 (n=4)

Algoritmo-1: Transformar F(x) p/ forma candnica e comparar com
coeficientes de G(x). Tempo ©(4+6+8+10+...+2(n—1)) = ©(n?)

Algoritmo-2: Escolher inteiro r em {1,...,100n} aleatério uniforme.
Calcular F(r) e G(r) e comparar. Se igual, retornar SIM.
Caso contrério, retornar NAO. Tempo ©(n). Monte Carlo

Andlise Algoritmo-2: Se SIM (F(x) = G(x)), o algoritmo acerta.
Se NAO (F(x) # G(x)) e F(r) # G(r), o algoritmo acerta.
O algoritmo sé erra se for NAO (F(x) # G(x)), mas F(r) = G(r).

One-sided error false biased (acerta ao dizer NAO): Classe co-RP.

Probabilidade de errar: r deve ser raiz de F(x) — G(x), que tem grau
< n e no maximo n raizes. Probabilidade de erro < 1/100



Aplicacao: Verificar Igualdade de Polinémios

Problema: Dados dois polindmios F(x) e G(x) de grau n, decidir se sdo
iguais ou ndo, considerando F(x) como produto de mondmios.
Exemplo: (x +1)(x —2)(x +3)(x —4) = x*+7x2—-247 (n=4)

Algoritmo-2: Escolher inteiro r em {1,...,100n} aleatério uniforme.
Calcular F(r) e G(r) e comparar. Se igual, retornar SIM.
Caso contrério, retornar NAO. Tempo ©(n). Monte Carlo

Andlise Algoritmo-2: Se SIM (F(x) = G(x)), o algoritmo acerta.
Se NAO (F(x) # G(x)) e F(r) # G(r), o algoritmo acerta.

O algoritmo sé erra se for NAO (F(x) # G(x)), mas F(r) = G(r).

One-sided error false biased (acerta ao dizer NAO): Classe co-RP.

Probabilidade de errar: r deve ser raiz de F(x) — G(x), que tem grau
< n e no maximo n raizes. Probabilidade de erro < 1/100

Amplificagdo: Repetindo k vezes com reposicdo: P(erro) < (1/100)*



Aplicacdo: Verificar produto de matrizes

Problema: Dadas trés matrizes n x n A, B e C, decidirse Ax B=C.

Algoritmo-1: Multiplicar A x B e comparar com C.
Tempo O(n?) (simples) ou ©(n?3") (sofisticado)

Algoritmo-2: Escolher vetor r = (r,...,r,) em {0,1}" aleatdrio
uniforme. Calcular A- (B - r) e C-r e comparar. Se igual, retornar SIM.
Caso contrdrio, retornar NAO. Tempo O(n?). Monte Carlo

Anilise Algoritmo-2: Se SIM (AB = (), o algoritmo acerta.

Se NAO (AB# C)e A-(B-r)# C-r, o algoritmo acerta.

O algoritmo s6 erra se for NAO (AB # C), mas A-(B-r)=C-r.
One-sided error false biased (acerta ao dizer N,Z\O): Classe co-RP.



Aplicacdo: Verificar produto de matrizes

Problema: Dadas trés matrizes n x n A, B e C, decidirse Ax B = C.

Algoritmo-2: Escolher vetor r = (n,...,r,) em {0,1}" aleatério
uniforme. Calcular A- (B - r) e C-r e comparar. Se igual, retornar SIM.
Caso contrdrio, retornar NAO. Tempo O(n?). Monte Carlo

Anilise Algoritmo-2: Se SIM (AB = (), o algoritmo acerta.

Se NAO (AB# C)e A-(B-r)# C-r, o algoritmo acerta.

O algoritmo s6 erra se for NAO (AB # C), mas A-(B-r)=C-r.
One-sided error false biased (acerta ao dizer NAQ): Classe co-RP.

Probabilidade de errar: Seja D = AB — C # 0. Logo D tem valor # 0
(para simplificar, suponha que dy 1 # 0).

> dik - rk
A B-nNN=C-r=D-r=0= dig-rn=0=n=
(B-r) k; Lk Tk 1= 5 “ha

P(ry ser este valor | ra, ..., ) <1/2. Logo P(erro)< 1/2.

Amplificagdo: Repetindo k vezes com reposicdo: P(erro) < (1/2)*



Algoritmo de Karger'93 para Corte Minimo

Min-Cut (otimizagdo): Dado um grafo simples G, obter o menor
nimero de arestas cuja remoc¢3do desconecta o grafo.

Algoritmo de Fluxo Maximo: Aplicar Ford-Fulkerson (ou outro) p/
cada par (s, t) de vértices, pondo capacidade 1 e dire¢do nos dois sentidos
para cada aresta. Ok pelo Teorema max-flow min-cut. Tempo O(n®).

Algoritmo de Gabow’95: matroides, mais complicado. Tempo O(n?).

Algoritmo de Karger’93: Probabilistico, mais simples e mais rapido.
Tempo O(n?log? n).



Algoritmo de Karger'93 para Corte Minimo

Min Ct(tm ) Dado mgf simples G, obter o menor
ndmero de arestas _] emocdo desconecta o grafo.

AIgtdeg93E|hm esta aleatoriamente de modo
ontrai. Repete até sobrar apenas 2 vértic
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Algoritmo de Karger'93 para Corte Minimo
Algoritmo de Karger'93: Escolhe uma aresta aleatoriamente de modo
uniforme e a contrai. Repete até sobrar apenas 2 vértices.

Teorema: Algoritmo encontra Corte Minimo com prob. > n(n2_1).

Prova: Seja C um corte minimo com k arestas. Vamos calcular a
probabilidade de encontrar C. O algoritmo n3o pode contrair nenhuma
aresta de C. Como C é minimo, todo vértices tem grau > k. Logo
m > nk/2 (ntimero arestas).

k 2 n—2

o 3 > —_—_— = —_—_ =
P(1° iteragdo OK) > 1 k2 1 . -

Vértices restantes mantém grau > k = (n — 1)k/2 arestas.

k 2 n—3
P(2° iteracio OK) > 1— — = 1~ =
(2% iteragdo OK) 21—y, n—1  n-1

Vértices restantes mantém grau > k = (n — 2)k/2 arestas.

k 2 n—4
P(3° iteracio OK) > 1— — ~ - 1__°_ _
(3 iteragdo OK) = 1——5y75 n—2  n_2




Algoritmo de Karger'93 para Corte Minimo

Algoritmo de Karger'93: Escolhe uma aresta aleatoriamente de modo
uniforme e a contrai. Repete até sobrar apenas 2 vértices.

2

Teorema: Algoritmo encontra Corte Minimo com prob. > A=)
Prova: Seja C um corte minimo com k arestas. Vamos calcular a
probabilidade de encontrar C. O algoritmo n3o pode contrair nenhuma
aresta de C. Como C é minimo, todo vértices tem grau > k. Logo

m > nk/2 (ntimero arestas).

P | 2.1
P(tudo OK) > [[ = 0
i=1

n—i+1 n(n—1)

Repetindo 3n(n — 1) vezes e retornando o menor corte obtido, qual a
probabilidade de um corte minimo C n3o ser encontrado?

2 3n(n—1)
- = < —6 0
(1 n(n—l)) < e’ < 1%,

pois 1 — x < e~ para todo x (especialmente x préximo de zero).



Algoritmo de Karger'93 para Corte Minimo

e =2.71828182846...

El 05 0

Repetindo n(n — 1) In n vezes e retornando o menor corte obtido, qual a
probabilidade de um corte minimo C n3o ser encontrado?

n(n—1)Inn

2 1
1— < —2Inn — )

< n(n— 1)) =€ n?



Algoritmo de Karger'93 para Corte Minimo

Tempo do algoritmo: O(n?) vezes o tempo do processo de contragio,
que é similar a execugdo do Algoritmo de Kruskal (para drvore geradora
minima com pesos aleatdrios) até sobrarem 2 componentes conexas.
Tempo total: O(n*). Pode ser melhorado para tempo O(n? log® n).

REEEEEGS

Observacao final: Os algoritmos probabilisticos vistos nesta disciplina obtém tempos melhores que os algoritmos deterministicos tanto
para problemas de busca (popular) e de decisdo (igualdade de polinémios, produto de matrizes) como otimizacdo (corte minimo). Porém,
nio se conhece algoritmo probabilistico polinomial eficiente que resolva um problema NP-Dificil. Isso estd relacionado as questdes
P=ZPP? e P=BPP? ja mencionadas. Ou seja, ndo se espera com o uso de probabilidade obter algoritmos polinomiais para problemas
NP-Dificeis, mas sim obter algoritmos mais répidos do que os existentes com ajuda da processos aleatdrios.



Variavel Aleatdria Discreta

Uma varidvel aleatéria (v.a.) de um espaco de probabilidade discreto
(©2,P) é uma fungdo X : Q — R que associa um valor real a cada
elemento do espaco amostral 2.

Exemplo: 3 moedas; v.a. X conta o nimero de caras.
X(KKC) =1, X(CCK) = 2.

Probabilidade de uma v.a.: Escrevemos P(X € S) para S C R:

P(X€S) = P(XT(S) = > P).

weX~1(S)

Exemplo: 3 moedas; v.a. X conta o niimero de caras.
P(X > 2) = P({CCK, CKC,KCC,CCC}) =4t = 3.

Observagao: A maioria das varidveis aleatérias usadas aqui serdo do tipo
X :Q — N. Nesse caso, > 2 /P(X =x)=1



Distribuicao de Probabilidade Conjunta
Dadas duas v.a. X e Y de um espago de probabilidade discreto (2, P),
escrevemos P(X € A, Y € B) como a probabilidade de X € Ae Y € B.

X e Y sdo independentes se, para quaisquer conjuntos A e B:
P(X €AY € B)=P(X € A)-P(Y € B).

Exemplo: 3 moedas. v.a.’s X (num caras), Y (num coroas), Z (num
caras nos 2 primeiros langamentos) e W (num caras no dltimo).

=
>
Il
N
~<
Il
=
Il
o
N

X e Y ndo sdo independentes

=
X
I
w
N
I
o
I
o
e

X e Z ndo sdo independentes

Nl= P o= ol w
Nl NIE N ol

Analogamente para Z =2

N

Logo Z e W sao independentes



Valor esperado, Esperanca ou Média E(X)

v.a. discreta X: E(X) = ZX~P(X =

Média dos valores de X, ponderada pela probabilidade de cada valor.

Ex: valor X de 1 dado: E(X) =1-2+2-3+3-2+...4+6-2 =35

Ex: num caras em 3 moedas: E(X)=0-1+1-3+2.34+3.1=15

v.a.'s discretas X e Y: E(XY) = Z:x-y~IP> X=x,Y=y)

Se X e Y sdo independentes, entdo: (a volta nem sempre vale)
Z Zy )-P(Y =y) = E(X)-E(Y)

Ex: E(XY)=0-142-34+2-3+40-§=15#15=E(X)-E(Y)



Linearidade da Esperanca E(X)
v.a. discreta X, fun¢do g : R — R: E(g(X Zg x)-P(X

E(aX +b) = Y (ax+b)-P(X =x) = a-E(X)+b

X

Linearidade da Esperanca: E(X + Y) = E(X) + E(Y)
Prova:
E(X +Y) ZZery X=x,Y=y)=

=Y XY PX=x,Y=y) + >y > PX=xY=y)
=Y x-PX=x) + > y-B(Y=y) = EX) + E(Y) O

Observagao: Para varidveis continuas, vale o mesmo (trocando somatérios por integrais)



Método Probabilistico: subgrafo bipartido grande

Método para provar resultados combinatérios tedricos usando
probabilidade. Ideias apliciveis a algoritmos probabilisticos (Paul Erdés).

Teorema: Todo grafo G = (V/, E) possui um subgrafo bipartido com
pelo menos m/2 (metade) das arestas, onde m= |E| e n=|V/|.
Prova:

> Seja A um subconjunto aleatério de vértices: P(v € A) = p=1/2.

» Seja B=V — Aeseja X av.a. do num arestas entre A e B.

> X = ZUVEEXUV’ onde X,, =1, se uv estd entre Ae B, e 0 c.c.

> E(Xw)=1-(p-(1-p)+(1—p)-p) =}
> E(X) = m/2. Logo existe subgrafo bipartido com m/2 arestas. [

Algoritmo Probabilistico: Seja A inicialmente vazio. Para cada vértice
de G, coloque-o em A com probabilidade 1/2. Seja B = V — A. Remova
todas as arestas entre vértices de A e remova todas as arestas entre
vértices de B. O subgrafo resultante é bipartido com nimero esperado de
arestas igual a m/2.

Ainda n3o fizemos conta da probabilidade desse algoritmo errar, produzindo um subgrafo bipartido com menos da metade do niimero de
arestas. Préximas aulas.



Método Probabilistico: subgrafo bipartido grande ¢/ pesos

Método para provar resultados combinatérios tedricos usando
probabilidade. Ideias apliciveis a algoritmos probabilisticos (Paul Erdés).

Teorema: Todo grafo G = (V, E) com pesos nas arestas tem subgrafo
bipartido com pelo menos metade do peso total W =3 wyy.
Prova:

» Seja A um subconjunto aleatdrio de vértices: P(v € A) = p =1/2.

Seja B=V — Ae X av.a. do peso total das arestas entre A e B.

E(Xw) =wu - (p- (1= p)+ (L= p)-p) = wu /2

>

> X =3 veeXuw, onde X,, = wy,, se uv estd entre Ae B, e 0 c.c.
>

» E(X)= W/2. Logo ha subgrafo bipartido com peso total W /2. O

Algoritmo Probabilistico: Seja A inicialmente vazio. P/ cada vértice de
G, coloque-o em A com probabilidade 1/2. Seja B =V — A. Remova
todas as arestas entre vértices de A e remova todas as arestas entre
vértices de B. O subgrafo gerado é bipartido com peso esperado W/2.



Método Probabilistico: conjunto independente grande

Método para provar existéncia de estruturas combinatérias usando probabilidade.
Ideias aplicaveis a algoritmos probabilisticos (Paul Erdés).

Teorema: Todo grafo G = (V/, E) com n vértices e m < nd/2 arestas (para algum
d > 1, por exemplo grau maximo) possui «(G) > n/2d, onde a(G) é o tamanho do
conjunto independente maximo de G (subconjunto de vértices sem arestas entre si).
Prova:

> Seja A um subconjunto aleatério de vértices: P(v € A) = p a ser definido.

> Seja v.a. X = |A| (E(X) = np) e Y o num arestas em G[A].

> Logo Y = ZWGE Yu,onde Y,, =1,seu,veEA e0c.c.

> E(Y) = Yoes B(Ya) = m- 2 < (nd/2)p2.

> E(X —Y) > np—(nd/2)p? (removendo um vértice para cada aresta).
» Tomando p = 1/d para maximizag¢do: E(X — Y) > n/2d O

Algoritmo Probabilistico: Seja A inicialmente vazio. Para cada vértice
de G, coloque-o em A com probabilidade 1/d. Remova todos os vértices
fora de A. lterativamente, remova o vértice com maior grau até o
subgrafo resultante n3o ter arestas. Tamanho esperado n/2d.



Variancia Var(X), Desvio padrdo o(X) e Covaridncia
Medidas para avaliar o quanto uma v.a. X desvia de sua média.

Var(X):E((X IE(X))) E(X?) —EX(X).  o(X) = /Var(X)

Var(a- X +b) = a®>-Var(X) e o(a-X+b)=a-co(X)
Ex: valor X de 1 dado:

E(X?)=12- 142214321 +...+6%- t =% =152
Var(X) = 15.2 — 3.52 = 2.92. o(X) =+/Var(X) =1.71.

Covariancia de v.ia. X e Y: Cov(X,Y) =E(XY) — E(X) - E(Y).
Logo, se X e Y sdo independentes, entdo Cov (X, Y) = 0. (ot nio vate)

Propriedades da Covaridncia: Cov(X, Y) = E(XY) — E(X) - E(Y)
» Cov(X,X) = Var(X)
» Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

» Cov(a-X,Y)=a-Cov(X,Y)

» Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y)+ Cov(X,Z)



Variancia Var(X) e Covaridancia Cov(X,Y)

Propriedades da Covaridncia: Cov(X, Y) = E(XY) — E(X) - E(Y)
» Cov(X,X) = Var(X)
> Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

» Cov(a-X,Y)=a Cov(X,Y)

» Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y)+ Cov(X, Z)

V(Zx,-, ZY,-) = > > Cov(X;,Y;)

j=1 i=1 j=1

i=1 j=1

= ZCOV(X,,X +2Z Z Cov(X;, X;) = ZVar(X +22 Z Cov(X;, X;)

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Se Xi,..., X, sdo independentes, entdo: Var(} !, X;) = >, Var(X;).



Variancia, Desvio Padrao e Covariancia

Propriedades da Covariancia: Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)-E(Y)
» Cov(X, X) = Var(X)
> Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

> Cov(a-X,Y)=a Cov(X,Y)

» Cov(X,Y + 2Z) = Cov(X,Y)+ Cov(X, Z)

V(Zx,, Zvj) = > > Cov(X;Y;)

j=1 i=1 j=1

ar (iX;) iVar +2ZZCOV Xi, Xj)
i=1

i=1 j=i+1

Se Xi,..., X, sdo independentes, entdo: Var(}.!_; X;) = >, Var(X).



Desigualdades de Markov e Chebyshev

Markov: v.a. X >0,a>0, a > 1:

P(X >a) < ]E(:q ou P(X > a-E(X)) < é
Prova:
> E(X)

= Yok P(X=k) > Y k-P(X =k) >
> E(X) > a-> , ,P(X=k) = a-P(X > a) O

Chebyshev: v.a. X, b>0, > 1:

Var(X)
b2

B (X ~E(X)| > b) < ou  P(X—EX)|>8-0(X) <

1
32
Prova:

E((X ~ E(X))?) _ Var(X)

P (|X —E(X)| > b) = P((X—E(X))* > b°) < = =




Distribuicdes Discretas: Bernoulli(p) e Binomial(n, p)
X ~ Bernoulli(p): 1 (sucesso) com prob p, e 0 com prob 1 —p

PX=1)=peP(X=0)=1—p. E(X)=1-p4+0-(1—p) = p.
Var(X) = B(X?) ~ E2(X) = B(X) — p = p— p = p(1 - p).

X ~ Binomial(n, p) = >_"_, Bernoulli(p): nimero de sucessos (de
probabilidade p) em n experimentos independentes.

P(X = k) = <Z)pk(1 —p)" = ZIP’ =(p+1-p)"=1.

ZZk-P(X:k)=zk<Z>Pk(1—P)”‘k = n-p,
k=0 k=0

pois X = >, Bernoulli(p) e portanto E(X) = >."_ | E(X;)=n-pe
Var(X) == 27:1 Var(X,) = n- p . (1 - p) (pois os X;'s sdo independentes entre si).



Distribuicdes Discretas: Bernoulli(p) e Binomial(n, p)

Aplicacao: n moedas n3o-viciadas langcadas. Seja X o nimero de caras.
X ~ Binomial(n,}), E(X)=n/2 e Var(X)=n-1(1-1)=n/4

Markov:  P(X > 3n/4) < I3E,(1)/<) = 3':7//24 = 2 (ruim)

Chebyshev: P(X > 1.52) < P(IX — E(X)| > 0.53) < (774? = 4. (bom)
Chebyshev: P(X > 1 g) < (|X E(X)| > 0.12) < ((}./f.rfgfz))z _ %_
Chebyshev: P(X > 1.015) < P(|X — E(X)| > 0.013) < o), — 1000,
Chebyshev: P(X > ™¥7) < P(|X — E(X)| > %) < (";’/2 = 1. (ruim)

Nas préximas aulas, veremos outras distribuicdes cldssicas e desigualdades mais fortes, como a de Chernoff.



Método Probabilistico: subgrafo bipartido grande

Teorema: Todo grafo G = (V/, E) possui um subgrafo bipartido com pelo menos m/2
(metade) das arestas, onde m = |E| e n=|V/|.
Prova:

> Seja A um subconjunto aleatdrio de vértices: P(v € A) = p = 1/2.
» Seja B=V — Aeseja X av.a. do num arestas entre A e B.

> X = ZquEXW, onde X,, =1, se uv estd entre Ae B, e 0 c.c.

> E(Xw)=1-(p-(1—p)+(1—p)-p)=3

> E(X) = m/2. Logo existe subgrafo bipartido com m/2 arestas. [

Algoritmo Probabilistico: Seja A inicialmente vazio. Para cada vértice de G,
coloque-o em A com probabilidade 1/2. Seja B =V — A. Remova todas as arestas
entre vértices de A e remova todas as arestas entre vértices de B. O subgrafo

resultante é bipartido com ndmero esperado de arestas igual a m/2.

Xy sdo v.a.'s Bernou//i(%). Vamos mostrar que sdo independentes.

Xuv e Xuz sdo independentes, pois

IP)(Xu,v =1,Xu:= 1) = (%) : (%) = % = IP)(XU,V = 1) 'P(Xw,z = 1)-
Xy e Xy, sdo independentes, pois (para p o 1/2, ndo sio independentes)
PXyy =1L, Xuz=1)=(3)-3) =% =P(X,,, =1)-P(X,, =1).



Método Probabilistico: subgrafo bipartido grande

Teorema: Todo grafo G = (V/, E) possui um subgrafo bipartido com pelo menos m/2
(metade) das arestas, onde m = |E| e n=|V/|.
Prova:

> Seja A um subconjunto aleatério de vértices: P(v € A) = p =1/2.

» Seja B=V — A eseja X a v.a. do num arestas entre A e B.

> X = ZuveEXUV’ onde X,, =1, se uv estd entre Ae B, e 0 c.c.

> EXaw)=1-(p-(1=p)+(L—p)-P) =3

> E(X) = m/2. Logo existe subgrafo bipartido com m/2 arestas. [

Algoritmo Probabilistico: Seja A inicialmente vazio. Para cada vértice de G,
coloque-o em A com probabilidade 1/2. Seja B = V — A. Remova todas as arestas
entre vértices de A e remova todas as arestas entre vértices de B. O subgrafo
resultante é bipartido com ndmero esperado de arestas igual a m/2.

X = ee X éva. X ~ Binomial(m,1) = Var(X) =12

Chebyshev: P(X <0.97) < P(|X — E(X)| > 0.17) < ), = 120,

Nas préximas aulas, veremos outras distribui¢es cldssicas e desigualdades mais fortes, como a de Chernoff.



Distribuicdes Discretas: Geométrica(p)

X ~ Geom(p): Num experimentos indep até 1 sucesso (de prob p).

P(X = n) = p(1—p)" " S BX =) = = 1

Z"" d Z“ d 1 1
. n—1 = n = et
nX d"(n—X) dX< ) (1-x)? para0 <x <1

io:n(n—l)'x”*2 = di;( (in.x":l) = % ((1_1X)2> e _2X)3

E(X)=) n-P(X=n)=> n-p(l-p)" = P'ﬁ B %




Distribuicdes Discretas: Binomial Negativa(k, p)

X ~ BN(k p): Num experimentos indep até k sucessos (de prob p).
k n k

= ()P —p) k.

v.a. X ~ BN(k, p) pode ser vista como X = Z, 1 Xi: a soma de k v.a.

X; ~ Geom(p). Ou seja, BN(k, p) = Zi:l Geom(p).




Problema do Colecionador de Cupons/Figurinhas

Album com n diferentes tipos de figurinhas. Cada figurinha comprada
tem probabilidade igual para ser de qualquer tipo. Determinar esperanca
e variancia do nimero de figurinhas compradas para encher o dlbum.

Seja v.a. X esse nlimero. Seja X; o niimero a comprar até obter uma
nova figurinha, dado que ja possui i figurinhas.

X = E, 0 X onde X; ~ Geom( ) X é semelhante a Binomial Negativa.

n—1 n—1 n

1 1

E(X):ZE(X,) = Znii:m ;znlnn—|—0.5772-n—|—§7
i=0 i=0 k=1

pois >p_y ¥ =Inn+0,5772 4 5= + O(%). Ademais, 0 < 377 1+ —Inn< 1.

n—1 n—1 .
Var(X):ZVar(X,-) = nz(n—’i)Z nznkz :n22ﬁ_” =
i=0 i=0 =

1
_ 2
Var(X)=n E ﬁ_”g an——nInn—05772 n—i

1 2
pois liMp_o0 >y =%



Problema do Colecionador de Cupons/Figurinhas

Album com n diferentes tipos de figurinhas. Cada figurinha comprada
tem probabilidade igual para ser de qualquer tipo. Determinar esperanca
e variancia do nimero X de figurinhas compradas para encher o dlbum.

n—1 n—1 n
n 1 1
IE(X):IE E(X;) = E n—i:n.g P nlnn + 0,5772-n + >
i=0 i=0 k=1
n n 2
1 1 T 1
e 2 —_— —_— ~ 2 - —_— . p— . —_ -
Var(X) =n kEZI 2 nk§:1 xR e Inn—0,5772 - n 3"

Exemplo: Album da copa: n = 680 figurinhas.
E(X) = 4828.03 ~ 4828.02, o(X) = /Var(X) = 869.0 ~ 869.4.

Exercicio: (a) Implementar simulagdo do problema do colecionador de figurinhas para n = 680,
repetir 5000 vezes obtendo o niimero de figurinhas compradas até preencher o dlbum, calcular
média e desvio padrdo. (b) Fazer o mesmo considerando a venda em pacotes de 5 figurinhas

diferentes entre si. (c) Fazer gréficos das distribuicdes dos itens (a) e (b) obtidas nas simulacdes.



Problema do Colecionador de Cupons/Figurinhas - 2

Album com n diferentes tipos de figurinhas. Comprando k figurinhas com &lbum
vazio, determinar esperanga e variancia do nimero de figurinhas no album.
Sejav.a. X = Z7=1 X; esse nimero, onde X; = 1, se a figurinha i/ foi
comprada, e 0 c.c.

PG =0)=(1-1)" e  POG=1)=1-(21)"

X,' ~ Bernoulli (1 — (n;l)k) (ndo independentes entre si)

EOG) =1- (51" e var() = (51" (1- (5H))
E(X):n.<1—(”;1)k>. Exemplo: n =k =680 = E(X) =430

Para k = c- n, temos: E(X)=n- (1 — (1 — %)n'c> ~n- (1 - é)
pois lim,_o0(1+ %) = e, Exemplo: n =k =680 = E(X) =430



Problema do Colecionador de Cupons/Figurinhas - 2

Album com n diferentes tipos de figurinhas. Comprando k figurinhas com &lbum

vazio, determinar esperanca e variancia do nimero de figurinhas no album.

v.a. X =Y 7 ; X; esse niimero, onde X; = 1, se a figurinha i foi comprada, e 0 c.c.
n

PO =0)= (1= 1) X~ Bernoulii (1 - (2:1)")

n

E(X)=n- (1 - (";1)"). Exemplo: n=k =680 = E(X) = 430

Var(X Var(ZX) ZVar +2ZZcon,,x

i=1 j=i+1

Cov(X;, X;) = E(X:X;) — E(
P(AiNA)=1-P(ANA) = ]P’( UA) =1-P(A) —P(A) +PANA))
k

E(XiX)) = 1-2(=1)" + 1<
()

XOE(X)- E(X,X)) = B(X;X) = 1) = B(A; N A))

Cov(Xi, X;)

/\



Problema do Colecionador de Cupons/Figurinhas - 2

Album com n diferentes tipos de figurinhas. Comprando k figurinhas com &lbum
vazio, determinar esperanga e variancia do nimero de figurinhas no album.

Seja v.a. X =37 ; X; o niimero, onde X; = 1, se a figurinha i foi comprada, e 0 c.c.

PG=0)=(1-})" e EX=1=1-(3)

X; ~ Bernoulli (1 - (";l)k) (n3o independentes entre si)

B =1- (50" e var(x) = (350" (1 (52))
E(X):n-(l—(";:l)k)- Exemplo: n =k =680 = E(X) =430

Var(X) = Var (i X;) = iVar(X;) + 2ni i Cov(X;, X;)

i=1 j=i+1

Cov(Xi, X;) = (”;2)k_ (n;1)2k
0o (252) (1= (52 ) oo ((45) - (45))
Var(X) = n(nzl)k + n(nfl)(nzz)k _ n2<n;1)2“




Problema do Colecionador de Cupons/Figurinhas - 2

Album com n diferentes tipos de figurinhas. Comprando k figurinhas com album
vazio, determinar esperanca e variancia do nimero de figurinhas no album.

Sejav.a. X = Z,’-’:l X; o nimero, onde X; = 1, se a figurinha j foi comprada, e 0 c.c.

Pi=0)=(1-0)" e BXi=1)=1-(%3)"
X; ~ Bernoulli (1 - (";1)k> (n3o independentes entre si)
BOG) =1- (55" e var(x) = (51" (1- (1))
k
-1 1
EX)=n-{1- (n ) ~ n- (1—) (para k = n grande).
n e

w00 = () oo (222) - (22) <0 (22 2)

Exemplo: n =k =680 : E(X) =430, Var(X) =66.1, o(X) = v66.1 =8.13

Exercicio: (a) Implementar simulagdo do problema do colecionador de figurinhas-2 para
n = k = 680, repetir 5000 vezes obtendo o ndmero de figurinhas novas no album, calcular média e
desvio padrdo. (b) Fazer o mesmo considerando a venda em pacotes de 5 figurinhas diferentes

entre si. (c) Fazer graficos das distribuicdes dos itens (a) e (b) obtidas nas simulagdes.



Distribui¢des Discretas: HiperGeométrica(N, K, n)

X ~ HiperGeom(N, K, n): Nimero de sucessos em n retiradas
(sem reposi¢cdo) de uma populacdo de tamanho N com K sucessos.

(o) - (32 ) (G20
P(X = k) = 0=k ZIP’(X =k)=>_ = 12=KZ =1 (Vandermonde)
(n) = ()
al K &G (G2 k'S (K DY) ok
E(X)=> k-P(X =k) = fzf Le )\ n-1-e ) MR
=3k == 3 bt - o

nK(n—1)(K —1)

K
E(Xz):ZkZ'P(X:k):“' contas ... = N(N —1) N

nK(n— - n nK\? n — —n
Var(X):E(x2)—E2(X):—K(N(Nl)_(’; 1)+WK—(WK> - K(AI\II2 K).<x_1>




Distribui¢des Discretas: Poisson(\)
X ~ Poisson()\): Aproximacao atil p/ Binomial(n, p) quando A = np
tende a uma constante para n muito grande (e p muito pequeno).
Também mede ndmero de sucessos. Exemplo: Ndmero de meteoritos
com mais de 1m de didmetro que atingem a Terra por ano.

e N Ak > K e MK
PX=k) = — . ZP(X:k)—ZT:I (Taylor p/ exp)
: k=0 k=0 )
7)\ /\k 1 oo efA.)\l
E(X):Zk P(X_k_)‘z (k—1)! )"Z 0 =A
£=0 :
—>\ /\k 1
Zk2 P(X=k)=2X- Zk =D = ..contas.. = A2 4 X

Var( ) = E(X?) — ( Y=(A24+ X)) =A% = )

Aproximacao: Considere n — oo, p — 0 e np — A constante.

P(Bin(n, p) = k) = (Z)pk(lfp)"‘k = k!(nniik)!pk(lfp)"_k

k

n n
- e p (1*P)

K n —X . \k
P(Bin(n,p) = k) — % <1 - é) - ¢ [ A P(Poisson(\) = k)
n !



Paradigma de Poisson

Poisson é aproximacao util para Binomial mesmo se experimentos de Bernoulli
tém probabilidades diferentes p; (mas pequenas) e s3o fracamente dependentes.

Nesse caso, A =>_7 , pi.

Exemplo: Menor n para que seja mais provavel encontrar 2 pessoas com
mesmo aniversario do que o contrario.

Solucdo 1: Probabilidade de todos diferentes:

i (1-55)<3 = n>23

Solugdo 2: Poisson: v.a. X;j =1 se pessoas i e j tem mesmo

aniversario. X;; sdo fracamente dependentes. S3o (5) experimentos de

Bernoulli com probabilidade 3. Assim: A = (3) - 5%.

P (Z Xij = 0) ~ P(Poisson(\) = 0) = S < % = n(n—1) > 730In2 = 506

Portanto n > 23.



Paradigma de Poisson

Poisson é aproximacio (til para Bii ial mesmo se experimentos de Bernoulli tém probabilidades diferentes p; (mas pequenas) e sio
fracamente dependentes. Nesse caso, A = 27:1 Pi-

Exemplo: Menor n para que seja mais provavel encontrar 2 pessoas com mesmo aniversario do que o contrario.

Solugdio 1: Probabilidade de todos diferentes: T[f_ (1 - %) <l =>o

Solucdo 2: Poisson: v.a. Xij = 1 se pessoas i e j tem mesmo aniversario. Xij sdo fracamente dependentes. S3o (g) experimentos de
> >

Bernoulli com probabilidade %. Assim: \ = (g) . ?}5.
30
. e A 1
P (Z X = o) ~ P(Poisson()\) = 0) = — <5= n(n — 1) > 730In2 = 506
Portanto n > 23.
ST

"&! x-1 T

r@=TT(- %) T—

k=1 -

2 —
x(x—1)-730In2 T—

desmos.com/calculator —




Distribui¢des Discretas: Uniforme{a, b}

X ~ Unif{a,b} p/ a,b € Z: X é nimero inteiro entre a e b,
inclusive, todos com a mesma probabilidade P(X = k) = b%m.

b

E(X)=)> k-P(X=k) = (b+a)b—a+1) b+a

2(b—a+1) 2

_ b(b+1)(2b+1) (a—1)a(2a—1)

6(b—a+1) 6(b—a+1)

(b—a)(b—a+2)
12

b—
a(X) =+/Var(X) =~ ( 2) para b — a muito grande.



Distribuigdes Continuas: Uniforme|a, b]

X ~ Unif[a, b] p/ a,b € R: X é ndimero real entre a e b, inclusive,
todos com a mesma probabilidade.

Funcdo densidade de prob f(x) = ﬁ sea<x<b; f(x)=0, cc.

b x2 b b2 — 32 b+a
(%) / () -xdx = s3], = 2= 2
b 3 b b — a3 b2 + ab + a2
E(X2) = [ f(x) x2dx = — > — —
(X% / (x) - x"dx 3(b—a)ls  3(b—a) 3

2 abt 2 2\ 2 AN
Var(X) = E(X?) - E¥(X) = ° +3b+ <szr ) N (b12)




Distribuicdes Continuas: Normal(u, o2)

X ~ Normal(j,0?): X é v.a. real com média 1 e variancia o

Funcdo densidade de prob f(x) = o—\}ﬁ - exp {_(X*H)2 }

b
E(X):/ f(x) - xdx = ... = p
b
]E(Xz):/ F(x)-x2dx = ... = o+ p?
Var(X) = E(X?) —E*(X) = o°. a(X) = v/Var(X)

<

34.1%| 34.1%

2




Distribuicao Binomial tende a Normal para n — oo

Seja X ~ Binomial(n, p). Por Stirling: n! ~ n"-e~"-+/2mn:

na—n_/ Cnk(1 _ n—k
P(X = k) = (n) pk(l—p)n_k ~ ne 27'”7 P (1 p)
k kke—k\/21k - (n — k)n—ke—(n—K)\ /27(n — k)

P&~k
0a

—— Normal p.d.f.

Binomial p.m.f.




Geragdo de v.a. Uniforme(0, 1) no computador

Alerta 1: computador n3o gera nlimeros reais. Aproximacdo razodvel
usando 64 bits: divide o intervalo [0, 1] em 254 subintervalos.

Alerta 2: computador é deterministico. Aproximacao razodvel: simular
comportamento probabilistico com gerador pseudo-aleatério. Os melhores
geradores passam em testes estatisticos para medir a independéncia das
amostras geradas e sua aleatoriedade.

Suposicdo: Temos algoritmo randUni que gera uma v.a. Uniforme(0, 1).
X ~ Bernoulli(p): Se (randUni < p), X = 1; caso contrario, X = 0.

X ~ Uniforme{a,b}: X =a+ [randUni-(b—a+1)].



Geragdo de v.a. X ~ Geometrica(p) no computador

Algoritmo 1: Gera v.a.'s Bernoulli(p) até obter um sucesso (1).

Algoritmo 2: Gera Uniforme(0, 1) e aplica a inversa da func¢do de
probabilidade acumulada.

Uniforme(0.1) 1 ' ' ' '4,_;_,_)_.—'——

randUni oo F =
081
orr Valor gerado
v X ~ Geometrica(p)
Probabilidade s
acumulada sl -
(cdf ou fda)
F
F(k)=1-(1-p) oat
031 1
Amostra £
02 - .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
log(1 — u)-‘

F(ky=P(X<k)=1-(1-p) = u = Flu)=k= Log(lp)



Geragdo de v.a. X ~ Binomial(n, p) no computador

Geragdo de v.a. X ~ Binomial(n, p):

Algoritmo 1: Gera n v.a.'s Bernoulli(p) e conta o niimero de sucessos.

Algoritmo 2: Gera v.a.'s Geometrica(p) até sua soma ultrapassar n e
retorna o nimero de v.a.'s menos 1. Nidmero esperado de geométricas
geradas: n- p.

Exemplo: n =10, p = 0.5. Geometrica(p) geradas: 2,3,1,2,4.
Binomial(n, p) gerada = 4.

Geragdo de v.a. X ~ BinomialNegativa(k, p):

Algoritmo 1: Gera k v.a.'s Geometrica(p) e soma seus valores.



Geracdo de Permutacdo aleatéria no computador

Algoritmo 1: Gera nv.a.'s Uniforme(0,1), ordena seus valores e substitui
os valores pela sua posicdo no vetor ordenado. Tempo O(nlog n).

Exemplo: [0.6,0.2,0.7,0.4,0.3]. Permutacdo = (4,1,5,3,2).

Algoritmo 2: Fisher-Yates Shuffle. Tempo O(n)

Algoritmo Fisher-Yates-Shuffle (inteiro n)
1 Cria vetor perm[1,..., n|
2 para k < 1 até n faca
3 perm[k] + k
4 para k + 1 até n faca
5 ¢ < Uniforme{k,n}
6 Trocar perm[k] < perml[{]



Desigualdade de Chernoff (p/ v.a. Binomiais)

Chernoff: nv.a.'s independentes Xi, ..., X, ~ Bernouli(p)
Seja X =37, X; ~ Binomial(n,p) e E(X)=>" E(X;) = np:

P(X >E(X)+t-n) < exp{-—2t>-n}
P(X <E(X)—t-n) < exp{—2t*-n}

Juntando os dois bounds em um sé:

P(X —E(X)| >t-n) < 2-exp{—2t°-n}

P (X —E(X)| 2 a) < 2~exp{‘2,f‘2}

P(IX —E(X)| >t-vn) < 2-exp{-2t°}.
t=3= prob~3-10"8



Desigualdade de Chernoff-Hoeffding (generalizag3o)

Chernoff: nv.a.'s independentes X; € [0,1] com média ;

As v.a.'s ndo precisam ser Bernoulli, nem ter a mesma distribuic3do.
Seja X=1",X e E(X)=>",E(X;)=n-pu, onde
p=(p1+ ...+ pn)/n

P(X >E(X)+t-n) < exp{-—2t*-n}

P(X <E(X)—t-n) < exp{-2t>-n}

Juntando os dois bounds em um sé:

P(X —E(X)| >t-n) < 2-exp{—2t"-n}

P (X —E(X)| 2 a) < 2~exp{‘2no‘2}

P(IX —E(X)| >t v/n) < 2-exp{-2t*}.
t=3= prob~3-10"8



Desigualdade de Chernoff-Hoeffding (generalizag3o)

Chernoff: n v.a.'s independentes X; € [a;, b;] com média p;
As v.a.'s ndo precisam ser Bernoulli, nem ter a mesma distribuic3o.

Seja X=>1",X e EX)=X",E(X;)=n-pu, onde
=+ ) /n

i=1

—2¢2
P(X <E(X)—t-n) < exp{ . ,,2}
i (bi—ap)?
Juntando os dois bounds em um sé:
P(IX —E(X)|>t-n) < 2-exp{,,_#t2 . n2}
2 (b — a;)?

202
P(IX —E(X)| > a) < 2'exp{m}

_ 942
P(IX —E(X)| >t Vn) < 2xp{ﬁ}



Desigualdade de Chernoff-Hoeffding (comparagao)

Aplicacao: n moedas n3o-viciadas lancadas. Seja X o niimero de caras.
X ~ Binomial(n,3), E(X)=n/2 e Var(X)=n-3(1—-13)=n/4

Markov:  P(X >3n/4) < 3n/2 = 3':7//24 = 2 (ruim)
Chebyshev: P(X > 1.53) < P(|X — E(X)| > 055) < (4 = 4. (bom)
Chebyshev: P(X > 1.015) < P(|X — E(X)| > 0.013) < o), = 1000,
Chebyshev:

P(|X — E(X)| > ty/n) < ";'ﬂg = ;L. (razoavel)
Chernoff:

P(IX —E(X)| > 1. n) <2 2(/°1 — 2¢77/8  (excelente)
Chernoff:

P(IX — E(X)| > %% . n) < 2e200U/2%n — 2g=n/2000 (gycelente)

Chernoff:
P(|X — E(X)| > ty/n) < 2e"2". (excelente)



Desigualdade de Chernoff-Hoeffding (comparagao)
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Chernoff: subgrafo bipartido grande

Problema: Dado um grafo com n vértices e m arestas, obter subgrafo
bipartido com muitas arestas, préximo da metade m/2.

Algoritmo Probabilistico: Seja A inicialmente vazio. Para cada vértice de G,
coloque-o em A com probabilidade 1/2. Seja B =V — A. Remova todas as arestas
entre vértices de A e remova todas as arestas entre vértices de B. O subgrafo
resultante é bipartido com ndmero esperado de arestas igual a m/2.

X =3 ee Xaw évaa. X ~ Binomial(m,) = Var(X) =12

Chebyshev: P(X < 0.97) < P(|X —E(X)| > 0.17) < gy = 2.

Chernoff: ,
P(X <0.97) <P(X <E(X)—0.1%) < e7201/2'm — g=m/200,

Exemplo: m = 1000: Chebyshev 10%. Chernoff < 0.7%
Exemplo: m = 10000: Chebyshev 1%. Chernoff < 10=2°



Chernoff: Amplificacao para Classe BPP

Teorema: As seguintes afirmag¢des sdo equivalentes onde n é tam. da instancia de I:
(1) O Problema I estd em BPP (erro < two sided error)
(2) Existe um polindmio q(n) tal que N possui um algoritmo probabilistico
polinomial com erro no méximo 5 — ﬁ (two sided error)

(3) Para todo polindmio p(n) > 1, I possui um algoritmo probabilistico polinomial
com erro no méximo 2~ P(" (two sided error)

Proof: Claramente (3)=-(1)=-(2). Vamos provar que (2)=-(3).

Seja M um algoritmo com erro < = — ﬁ que retorna SIM/NAO Seja M’ um

algoritmo que repete t(n) vezes o algorltmo M sobre a mesma instancia e retorna o
valor SIM/NAO que mais ocorre (majoritario), onde t(n) serd definido depois.

Seja X; a v.a. indicadora que retorna 1 se a i-ésima execu¢do de M retornou a
resposta correta. Seja X = Y X;. Logo E(X) > t(% + %) Usando Chernoff:

P(X < t/2) < P(X <E(X)—t/q) < exp{—w} < exp{—%} < ) < prln)

para t(n) = p(n) - g>(n)/2, pois E(X) < t.



Desigualdade de McDiarmid (Bounded Differences)

Fungdo c-Lipschitz: Fungdo f(xy,...,x,) tal que |f(x) — f(x)] < c se
x e x’ diferem em sé uma das n coordenadas.

Método das Diferencas Limitadas: generaliza Chernoff-Hoeffding.
v.a. independentes Xi, ..., X, e funcdo f(xi,...,x,) c-Lipschitz.

]P’(‘f(Xl,...,X,,)—E(f(Xl,...,X,,))’ > t.n) < 2-exp{_c22t2,n}

Exemplo: Binomial. v.a. X1, X, ..., X, ~ Bernoulli(p) e fungio
f(Xe,...,. X)) =2 Xi = X.

]P’(‘X—E(X)’ > t~n> < 2-exp{—2t* - n}  (McDiarmid = Chernoff)

Exemplo: Soma dos senos. v.a. Xi, X, ..., X, uniformes em [0,27] e
fungdo f(Xi,...,Xn) = >.1_; sen(X;) = X. Nesse caso, ¢ = 2.

]P’(‘X—E(X)’ > t~n) < 2exp{—(t?/2)-n}  (McDiarmid = Chernoff)



Desigualdade de McDiarmid (Bounded Differences)

Método das Diferencas Limitadas: generaliza Chernoff-Hoeffding.
v.a. independentes Xi, ..., X, e funcdo f(xi,...,x,) c-Lipschitz.

]P’(‘f(Xl,...,X,,)—IE(f(Xl,...,X,,))’ > t~n) < 2-exp{_c22t2,n}

Exemplo: Grafo aleatério G ~ G(n, p) de Erdos-Rényi:
n vértices {1,2,...,n} euma v.a. X;; ~ Bernoulli(p) para cada par (i, )
de vértices distintos.

Considerar outra sequéncia de v.a.: Y5, Y3,...,Y,, onde Y; representa as
v.a.'s Xii,...,Xi—1,i. Seja Y o tamanho da maior clique w(G) (ou o
niimero minimo de cores x(G)).

IP’(’Y—IE(Y)‘ > ton) < 2-exp{-22-n}  (McDiarmid)



Desigualdade de McDiarmid (generalizag3o)

Funcdo (cy, ..., c,)-Lipschitz: Funggo f(xg,...,x,) tal que
[f(x) — f(x")] < ¢i se x e x" diferem apenas na coordenada i.
Método das Diferencas Limitadas: generaliza Chernoff-Hoeffding.

v.a. independentes Xi,..., X, e
fun¢do f(x1,...,x,) (c1,. .., cy)-Lipschitz.

P(‘f(Xl,...,X,,)—IE(f(Xl,...,Xn))‘ > t-n) < 2-exp{z_,,2t22-n2}

i=1 G

Chernoff-Hoeffding (generalizagdo): sé serve p/ somatério de v.a.'s
v.a.'s independentes X; € [a;, b;]. Seja X =>7_; X..

P(X —E(X)|>t-n) < 2.exp{m.nz}



Convergéncia em probabilidade (w.h.p)

Seja A(n) um evento em um espaco de probabilidade, onde n é um
pardmetro. Dizemos que A(n) ocorre “com alta probabilidade’ (w.h.p) se:

lim P(A,) =1 (convergéncia em probabilidade).

n— oo

Por exemplo,

1
P(A(n)) > 1-— 5 para algum 3 > 0 constante
Exemplo: v.a. X, que é a soma de n varidveis 0/1 X; com prob. 1/2 de
ser 1. E(X) = n/2. Onde estd concentrada a distribuicdo de X7
Determinar quando P(|X — E(X)| > a) < 1/n (w.h.p: probabilidade da
“cauda” tende a 0).

P(IX — E(X)| > a) < 2.exp{3;:(0§)} = 2-exp{_§:2} <1/n

Tomando oo > 2v/n-Inn e n suficientemente grande, temos o desejado.



Leis dos Grandes Numeros

Seja Xi, X2, X3, ... uma sequéncia de v.a. iid (independentes e
identicamente distribuidas) com média y e variancia o finitos.
A Média Amostral M, ¢ definida como M, = 1.3 X;

1 1 ¢ 1
E(M,) = E<nzxi> = ;ZE(X:‘) = M=
i=1 i=1
R 1, o
Var(M,) = Var ZX = EZVar(X;) = 5onot =
i=1

Conclusdo: A Média Amostral M,, tem mesma média u e varidncia que
tende a 0 quanto maior for o nimero n de “amostras”.

Teorema Central do Limite: M, converge em distribuicdo para uma v.a.
de distribuicdo Normal com média 1 e varidncia o2 /n.

— p] < e w.h.p.
Assim, lim,_oo P(|M, — 11| < €) = 1 (convergéncia em probabilidade).

Lei Forte dos Grandes Nimeros: P(lim,0o M, = u) = 1
(convergéncia quase certa). M, realmente converge p/ valor esperado .



Leis dos Grandes Numeros

7Binomial (n,1/2) P IS n=10
SN - - n=100
— 1 =1000|
' ' ]
\ .
,’ \ . Mﬂ .
! \ | fica mais
' " " concentrada
T //I L Al A | i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Conclusdo: A Média Amostral M,, tem mesma média u e varidncia que
tende a 0 quanto maior for o nimero n de “amostras”.

Teorema Central do Limite: M, converge em distribuicdo para uma v.a.
de distribuicdo Normal com média p e variancia o2/n.

Lei Fraca dos Grandes Niimeros: Para todo ¢ > 0, |[M, — u| < € w.h.p.
Assim, lim,_o0 P(|M, — ] < &) =1 (convergéncia em probabilidade).

Lei Forte dos Grandes Nimeros: P(limpoo M, = p) = 1
(convergéncia quase certa). M, realmente converge p/ valor esperado fi.



Margem de Erro e Confianca

Dizemos que um experimento tem Margem de Erro € e Confianca /3 se a
Média Amostral M, (com valor esperado p) satisfaz:

P(My=pte) = B(My—pl<c) > A

Lembrando que Var(M,) = o2 /n, temos por Chebyshev que

tomando

e2(1-5)
Diminuir a Margem de Erro (ou aumentar a precisdo) tem mais impacto
do que aumentar a Confianca.

Exemplo: Testar com margem de erro 1% e confianca 99% se uma
moeda € viciada. Seja M,, a média amostral de caras.

0.25
0.012p

P(M, = 05+001) > 1— = 0.99;

tomando n = 250.000



Margem de Erro e Confianca

Exemplo: Pesquisa com 2000 eleitores indica que certo candidato vence
no 2o turno com 55% de votos. Calcule a margem de erro para 95% de
confianca.

Considerando cada pessoa como uma v.a. X; ~ Bernoulli(0.55), temos:
i =055ec0?=0.55-0.45

0.2

P(M,=p+c) > 1— 2 = B,
( pEe) = =, = F

0.55 - 0.45
P(M, = 055+¢) > 1— ~22 > _ (95
( e) = 2. 2000

tomando € = 0,0498 = 4,98%.



Margem de Erro e Confianca
Exemplo: Calcular o valor de 7 experimentalmente.

Sortear n pontos unif aleatérios no quadrado [0, 1] e ver quantos caem

no circulo de didmetro 1 (com drea 7/4) dentro do quadrado.

Acertar a 4o casa decimal (margem de erro 107°) com confianga 70%.
=7/dec’=72(1-7%).

P(M":/,Lj:g) Z 1—0_ = /8’

P(4-M,=n+£4-10"°) = (M——ilo )Zl—m—

tomando n = 6 - 10° (seis bilhdes de experimentos).

MCM (Monte Carlo Method)

> Algoritmos que realizam muitas amostragens
aleatdrias para obter solu¢Bes razodveis de
problemas dificeis.

> Pelas Leis dos Grandes Ndmeros, uma grande
quantidade de amostras levam a solu¢do do
problema (no limite tendendo ao infinito).

[m] = = =




Algoritmo para Elemento Maximo de um vetor

Maximo (vetor A, inteiro n)

1 max < 0

2 para i<+ 1 até n faca:

3 se A[i] > max entao
4 max + A[f]
5

retorne max

Pergunta: Quantas vezes a linha 4 é executada no caso médio?

Suponha que o vetor A é uma permutacdo aleatéria uniforme de 1 a n.
Cada permutagéo tem probabilidade 1/n!

Seja X; = 1 se a linha 4 foi executada na iteracdo /; e 0, cc.
Seja X o niimero total de execugdes da linha 4: X =>"" | X;.

Qual a esperanca E(X;)? Ea prob da linha 4 ser executada na iteragao i.

Resposta: E(X;) = 1/i, pois o elemento A[/] deveria ser o maior entre os
primeiros i elementos A[1...].



Algoritmo para Elemento Maximo de um vetor

Maximo (vetor A, inteiro n)

1 max < 0O

2 para i<+ 1 até n facga:

3 se A[i] > max entdo
4 max <+ A[f]
5

retorne max

Pergunta: Quantas vezes a linha 4 é executada no caso médio?

Seja X; = 1 se a linha 4 foi executada na iteragdo i; E(X;) =1/i
Seja X o niimero total de execugdes da linha 4: X = >""_| X;.

n

n n

1 1

E(X) = E(ZX,-) = ) E(X) = 27 ~ Inn + 05772 + —
i=1 i=1

i=1



Analise do Caso Médio do Insertion Sort

Insertion-Sort (vetor A, inteiro n)
1 para k < 2 até n faca:
2 carta + A[j]; i—k—1
3 enquanto / > 1 e A[i] > carta faca:
4 Ali+1] < Alil, i+ i—1
5 Ali + 1] < carta

Tempo do Caso Médio: Considere o vetor de entrada do algoritmo como
uma permutacdo de 1 a n escolhida aleatoriamente com prob uniforme.
E na linha 3 onde s3o feitas comparagdes entre elementos do vetor.
Qual é o nimero esperado de execucdes da linha 37

Para cada valor de k, a linha 3 é executada um num de vezes entre 1 e k.
Para um certo t entre 1 e k, qual a probab de ser executada t vezes?

Resposta: 1/k, pois a nova carta (a k-ésima) deveria ser a t-ésima maior
entre as primeiras k cartas A[l...k].



Analise do Caso Médio do Insertion Sort

Tempo do Caso Médio: Considere o vetor de entrada do algoritmo como
uma permutacdo de 1 a n escolhida aleatoriamente com probabilidade
uniforme. Qual é o nimero esperado de execu¢bes da linha 37

Para cada valor de k, a linha 3 é executada um num de vezes entre 1 e k.
Para um certo t entre 1 e k, qual a probab de ser executada t vezes?

Resposta: 1/k, pois a nova carta (a k-ésima) deveria ser a t-ésima maior
entre as primeiras k cartas A[l...k].

Seja X, o nimero de execucdes da linha 3 para um certo k fixo. Portanto:

k K
11 1 k(k+1 k41
BOG) = eR0G =) = Yo = 1> = A -

t=1 t=1 t=1

Seja X o ndmero total de execugdes da linha 3: X = >, _, Xi. Portanto:

E(X) = E(Zxk> = S E(X) = k42-1 _ (n+4l{(n—1) _ o)

k=2




Insertion Sort Probabilistico

Insertion-Sort-Prob (vetor A, inteiro n)

1 rearranja o vetor A de modo aleatédrio e
uniforme

2 Insertion-Sort(A,n)

Algoritmo Las Vegas de ordenacdo (sempre produz a resposta esperada)

Tempo Esperado do Insertion Sort Probabilistico supondo todos os
elementos diferentes entre si no vetor A: andlise praticamente idéntica a
do Tempo do Caso Médio do Insertion Sort Deterministico.

Tempo Esperado ©(n?)



Analise do Caso Médio do Quick Sort

Quick-Sort (vetor A, inteiros p, r) | Particione (vetor A, inteiros p, r)

1 pivo «+ Alr]; i+ p—1

1 se p < r entao: 2 para k < p até r faca:

2 q <+ Particione(A, p,r) 3 se Alk] < pivo entdo

3 Quick-Sort(A,p,q — 1) 4 i« i+ 1; Trocar Ali] +> Alj]
5

4 Quick-Sort(A,g + 1,r) retorne |

Tempo do Caso Médio: Considere o vetor de entrada do algoritmo como
uma permutacdo de 1 a n escolhida aleatoriamente com prob uniforme.
E na linha 3 do Particione onde s3o feitas comparagoes entre elementos.
Qual é o nimero esperado de execucoes da linha 3 do Particione?
Boa estimativa para o tempo total do Quick Sort.



Analise do Caso Médio do Quick Sort

) o Particione (vetor A, inteiros p, r)
Quick-Sort (vetor A, inteiros p, r) i i
. 1 pivo < Alr]; i+ p—1
1 se p < r entdo:
o para k <+ p até r faga:
2 q < Particione(A, p, r)

3 Quick-Sort(A,p,q — 1)

) i < i+ 1; Trocar A[i] < A[j]
4 Quick-Sort(A,q + 1,r)

2
3 se Alk] < pivo entdo
4
5 retorne |

Tempo do Caso Médio: Na linha 3 do Particione, os elementos sio
comparados com o pivd, que depois nunca mais sera analisado.
Para a,b € {1...,n}, seja X, =1 se os elementos com valor a e b no
vetor sdo comparados na linha 3 do Particione.

. " ~ . i _ n—1 n
Seja X o niimero total de execugdes da linha 3: X =3 """/ > . Xyp.

2

E(X.,») = P(aou b sero lo pivé em [a, b]) = b ar1

n—1 n n—1 n

B =5 3 By = 5 Y e 2 < 2n(innt1)

a=1 b=a+1 a=1 b=a+1 a=1 /=1



Quick Sort Probabilistico

Quick-Sort-Prob (A, p, r)
1 se p < r entao:
2 q < Particione-Aleat(A, p, r)
3 Quick-Sort-Prob(A,p,qg — 1)
4 Quick-Sort-Prob(A,q + 1,r)

Particione-Aleat (A, p, r)
1 i « random(p,r)
2 Trocar A[i] + A[r]
3 Particione(A,p,r)

Algoritmo Las Vegas de ordenagdo (sempre produz a resposta esperada)

Tempo Esperado do Quick Sort Probabilistico supondo todos os
elementos diferentes entre si no vetor A: andlise praticamente idéntica a
do Tempo do Caso Médio do Quick Sort Deterministico.

Tempo Esperado ©(n - log n)



Anilise do Caso Médio da Selecdo do k-ésimo minimo

Selegdo (vetor A, inteiros p, r, k)
1 se p=rretorne A
P [Pl Particione (vetor A, inteiros p, r)

q <« Particione(A, p,r) 1 pive « Alr]; P e p—1

se k=q—p+1entdo para k < p até r faca:

senao se k < g — p + 1 entdo i i+1; Trocar Afi] < Alj]

2
3 se Alk] < pivo entdo
4
5 retorne |

2

3

4 retorne A[q]
5

6 retorne Selecio (A,p,q — 1,k)
7

senao retorne
Selecdo (A,g+1,r,k—(g—p+1))

Tempo do Caso Médio: Considere o vetor de entrada do algoritmo como
uma permutacdo de 1 a n escolhida aleatoriamente com prob uniforme.
E na linha 3 do Particione onde s3o feitas comparagoes entre elementos.
Qual é o nimero esperado de execugdes da linha 3 do Particione?
Boa estimativa para o tempo total da Selecdo do k-ésimo minimo.



Anilise do Caso Médio da Selecdo do k-ésimo minimo

Selecdo (vetor A, inteiros p, r, k)
1 se p=rretorne A
p [Pl Particione (vetor A, inteiros p, r)

q <« Particione(A, p,r) 1 pivo « A[r]; i« p—1

se k=q—p+1entdo para k < p até r faca:

retorne A[q]

i < i+ 1; Trocar A[i] < A[j]

2
3 se Ak] < pivo entdo
4
5 retorne |

2

3

4

5 sendo se k < g — p+ 1 entdo

6 retorne Selec3o (A,p,q — 1,k)
7

senao retorne
Selecdo (A,q+1,r,k—(q—p+1))

Tempo do Caso Médio: Na linha 3 do Particione, os elementos sdo comparados com o

piv6, que depois nunca mais serd analisado. Para a,b € {1...,n}, seja X, , =1 se os

elementos com valor a e b no vetor sdo comparados na linha 3 do Particione.
E(X,5) = P(aou b sero lo pivé em [a, b, k]).

Por exemplo, se k < a e o 1o pivé em [k, b] ndo for a ou b, nunca serdo comparados

pois ficardo em lados opostos entre si ou em lados opostos com relagdo ao k.



Anilise do Caso Médio da Selecdo do k-ésimo minimo

Tempo do Caso Médio:
E(X,5) = P(aou b sero lo pivd em [a, b, k]).
Por exemplo, se k < a e o 1o pivd em [k, b] ndo for a ou b, nunca serdo comparados

pois ficardo em lados opostos entre si ou em lados opostos com relag3o ao k.

E(Xap) = 5=t k+1 sea>k

E(Xa) = =27, se b< k
E(Xap) = g=257 e a< k< b

Seja X o nimero total de execucdes da linha 3: X = Y1750 X,
Para facilitar as contas, vamos assumir que k = 1

n b—1

SIPILCEED S I EDIECE

a=1 b=a+1 b=2 a=1



Anilise do Caso Médio da Selecdo do k-ésimo minimo
Tempo do Caso Médio: E(X, ) = P(a ou b ser o 1o pivd em [a, b, k]).

Por exemplo, se k < a e o 1o pivé em [k, b] n3o for a ou b, nunca serdo comparados

pois ficardo em lados opostos entre si ou em lados opostos com relagdo ao k.

E(Xap) = g7, Se a > k
]E(Xa,b) = %M, se b S k
E(Xa7b) = ﬁ’ se a < k < b

Seja X o nimero total de execugdes da linha 3: X = S0/ S0 X,

n—1 n n 2b k
DI CHID gl g S - 3 e s

a=k b=a+1 b=k+1 a=k
k—1 k k
S S S I
a=1 b=a+1 a=1 b= a+1k—a+1 k—a—|—1

k—1 n n n k—1 n



Selecao Probabilistica do k-ésimo minimo

Selegdo-Prob (vetor A, inteiros p, r, k)

1

2
3
4
5
6
7

se p = r retorne A[p]
q <« Particione-Aleat(A, p, r)
se k =q— p+ 1 entao
retorne A[q]
sendo se k < g — p+ 1 entdo
retorne Selecio-Prob (A,p,q — 1,k)

senao retorne
Selegdo-Prob (A,g+ 1,r,k — (g — p+1))

Particione-Aleat (A, p, r)
1 i <« random(p,r)
2 Trocar A[i] + A[r]
3 Particione(A,p,r)

Algoritmo Las Vegas de selecdo (sempre produz a resposta esperada)

Tempo Esperado da Selecdo Probabilistica supondo todos os elementos
diferentes entre si no vetor A: andlise praticamente idéntica a do Tempo
do Caso Médio da Selecdo Deterministica.

Tempo Esperado ©(n)



Cadeias de Markov (Markov Chains)

Um processo estocastico discreto é uma sequéncia Xp, X1, Xo, ... de
v.a. que assumem valores em um conjunto finito (ou infinito enumeravel).
Se X; = i, dizemos que o processo estd no estado i/ no tempo t.

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico discreto tal que
P(X; =a: | Xec1 = ar-1,..., X0 =a0) = P(Xe =a: | Xe—1 = ar-1),
cujo valor ndo depende de t (Memoryless/Markov property).

Seja P,"j = ]P(Xt+1 :_j | Xt = I)

P070 PO,l POJ'

'Dl,O P1’1 Plyj
Matriz de transi¢do (1 passo): P = : S

P“O Pl/l . e Pl,_]

Lei da Probabilidade total: >3 P;; = 1



Markov Chain - transicio em m passos
Matriz de transi¢do (m passos): Seja P,.(,T) =P(Xexm =Jj | Xe =1).

P = Z]P’ (Xeam =J, Xeg1 = k| Xe = i) = ZIP’ (Keam =J | Xess = k, Xe =
k=0 k=0

P = Z Pi-

Seja P{™ a matriz com valores | P,-(’;.n) ]. Logo P(™ = p.plm-1)
Por inducio, temos que P(™ = pm.

'P%jgi P{,f’l’; P%Z.’;
Py PY ... P
Matriz transicio (m passos): P(™ = | : : =P

pm - plm o plm

i




Markov Chain - transicio em m passos - exemplo

0 1/4 0 3/4 3/16 7/48  20/64  41/192

p_ |12 0 13 1/6| _  ,3_[5/48 5/24 79/144  5/36
o o 1 o0 “lo 0 1 0

0 1/2 1/4 1/4 1/16 13/96 107/192 47/192

Pé 3 = 41/192: prob de ir de 0 a 3 em 3 passos.
Outro modo: caminhos possiveis 0103, 0133, 0313, 0333.
11 3 1 3 11 11 3 1 1 3 41

11 3
224736272267 421 279616 64 192

~ \



Markov Chain - transicio em m passos - exemplo

0.7 0.8

Choveu ontem Choveu hoje,
mas nao hoje 05 mas n3o ontem

H—- O H—- O

Estado 1

Estado 0 Estado 2 Estado 3

Choveu hoje Ndo choveu hoje,
e ontem 0.5 0.6 nem ontem
0.7 0.3 0 0 0.49 0.21 0.12 0.18
p— 0 0 04 06 o p2_ 0.20 0.20 0.12 0.48
05 05 O 0 0.35 0.15 0.20 0.30
0 0 02 038 0.10 0.10 0.16 0.64

Choveu na segunda e na terca. Qual a probabilidade de chover na quinta?
PP+ PR = 0494012 = 0.61



Markov Chain - Classificacao dos estados
Dizemos que o Estado j é acessivel a partir do Estado / se:
P,.(g) > 0 para algum n > 0.

Dizemos que os Estados i e j se comunicam (i < j) se
i é acessivel de j e j é acessivel de i.

Propriedades: (Relagdo de Equivaléncia)
> Reflexiva: i <> i.
> Simétrica: se / <> j, entdo j <> i.
» Transitiva: se j <> j e j < k, entdo | < k.

Particao dos Estados da Cadeia de Markov em Classes de Equivaléncia
com relagdo a comunicabilidade. Mostrar 2 exemplos slides anteriores.

Uma cadeia ¢ irredutivel se possui apenas 1 classe.

Outro exemplo: 3 classes: {0,1}, {2}, {3}
1/2 1/2 1/4 1

f Qe Qe g

1/4




Markov Chain - Estados Recorrentes x Estados Transientes

Seja f;j a prob de, comegando no Estado i, o processo visitar j em algum
momento futuro. Ou seja, 1 — f;; é a prob de nunca mais voltar.

Dizemos que o Estado i é recorrente se f; = 1. Caso contrario, f; < 1le
o estado ¢ transiente (existe a prob 1 — f; de nunca mais voltar).

Se um estado i é transiente, o niimero X de vezes que o processo esteve
em i, comegando em /, é uma v.a. com distribuicao geométrica:
P(X = n) = 7+ (1— fi),

Proposicdo 4.3.1 (Ross):

o
Um Estado i é transiente  se e s6 se  » P < oo
n=0

Corolario 4.3.1 (Ross):
Se o Estado i é recorrente e i <> j, entdo o Estado j é recorrente.

Observacao: Toda cadeia de Markov finita tem um estado recorrente.



Markov Chain - Ruina do Jogador (Gambler's Ruin)

Probabilidade p de ganhar 1 real e prob g = 1 — p de perder 1 real.
Jogadas independentes. Qual a probabilidade de conseguir n reais
comecando com 1 real?

Modelar o problema como uma Cadeia de Markov:
Poo=Pnrn=1, Piiy1=p; Pij-1=q parai=1,...,n—1.

1 1

' o
q q q q g

3 classes: {0} recorrente, {n} recorrente, {1,...,n— 1} transiente.

Seja R; a prob de, comegando com i reais, atingir n reais antes de 0:
Ry=0, R,=1, R = p-Ryi1+q-R_iparai=1,...,n—1.

Objetivo: Calcular Ry. Generalizar para R;.



Markov Chain - Ruina do Jogador (Gambler's Ruin)

Seja R; a prob de, comegando com i reais, atingir n reais antes de 0:
Ry=0;, R,=1, R = p-Ryi1+q -R_iparai=1,...,n—1

Objetivo: Calcular R;. Generalizar para R;.

o (5= = (2

1+g+(g)2+...+(g)”]

Sep=1/2: Ri=i-R. Sep#1/2: R = 11—((‘37//;))' “Ry.

Il
VRS
T lQ
S~

D

=>R,'+1 =R+ (Z) RR=R =R;-

Como R, =1, entdo:

Sep=1/2: Ro=n-R;. Sep#1/2: R,= 11:(q/p)" - R;. Portanto:

Finalmente:

Sep=1/2: Ry =1/n. Sep#1/2: Rl:ll:(
(

Sep=1/2 Ri=i/n  Sep#1/2 R=1={2.



Markov Chain - Passeio Aleatério (Random Walk)
Piiyi=p; Piici=q=1—p; ondeicZ.

p p p p p p
q q q q q q

Todos os estados se comunicam. Logo, todos sdo recorrentes ou todos

sdo transientes. O estado 0 é recorrente se e s6 se » .~ Péno) =00

P =0 A = (2)pra-pr = Cpa-p ~ BEUZEL

usando Stirling: n! ~ n"e~"v/2mn. Note que 4p(1 — p) <1, Vp € [0, 1].
Igualdade 4p(1 — p) =1seesése p=1/2.

oo p(2n) _ oo [4p(1-p)]" s —
Logo, 3220 Poo = 2nmo —my - — 00 seesésep=1/2

Conclusdo: Se p = 1/2, todos os estados s3o recorrentes.
Se p # 1/2, todos os estados sdo transientes.



Markov Chain - Random Walk em 2 dimensoes

e e M O M D¢

i=0

alertldentidade de Vandermonde.

o = (1) () () = e

Portanto:

= oo = Todos os estados sdo Recorrentes

M8

(2n)
Pl
0

3
I

Symmetric Random Walk: 1|2 dimensdes (todos estados s3o recorrentes)
> 3 dimensdes (todos estados sdo transientes)



Markov Chain - Distribuicdo Estaciondria e Periodicidade

Vetor de probabilidade 7() = [r\" .. #{Y]: Matriz linha 1 x n tal
(t)

que ;' é a probabilidade do processo estar no estado / no tempo t.

o 7() = 7(t=1) . P Ou seja, 77 =T (t b Py
o= () = 7(0.pt onde P é matriz de transncao da Cadeia de Markov.

Distribuicdo limite (ou estaciondria): Qualquer vetor m tq 7 = 7 - P.
e Intuicdo: Se o vetor de prob for igual a m em algum momento, o vetor
de prob do processo serd sempre 7. Z;’:O m=1

Tempo de travessia (hitting time) T;: Tempo (nimero de passos)
esperado para alcangar o estado j iniciando no estado /. Tj; > 0.

Periodicidade do estado i: max{d: P; = 0,Vn ndo divisivel por d}.
Estados de uma mesma classe tem a mesma periodicidade.

Uma cadeia é aperiddica se todo estado é aperiédico (periodicidade=1).

Exemplo: Random Walk tem periodo 2 em cada estado. Tridangulo
direcionado com probabilidades 1 tem periédo 3 em cada estado.



Markov Chain - Teorema Fundamental

Teorema Fundamental das Cadeias de Markov:
Toda Cadeia de Markov finita, irredutivel e aperiddica satisfaz:

(a) Todos os estados sdo recorrentes e aperiddicos

(b) Existe uma tnica distribuicdo estaciondria 7 tq m; > 0, Vi
(c) fi=1 e T;=1/m para todo estado i

(d) Para qualquer vetor 7(9) de prob inicial,

lim ) = # (Convergéncia exponencialmente répida)
t—o00

(e) Seja N(i,t) o nimero de vezes que i é visitado em t passos.

N(i,t
im NGO
t—00 t



Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)

Probabilidade p de ganhar 1 real e prob ¢ =1 — p de perder 1 real.
Mas, se perder tudo, consegue 1 real com um padrinho rico e recomeca.
Se ganhar n reais, dd4 n — 1 ao padrinho e recomeca.

Qual o tempo esperado para conseguir n reais comecando com 1 real?

1 classe: todos os estados sdo recorrentes e aperiddicos.

Objetivo: Calcular o tempo esperado Ty, p/ ir de 1 até n.
> Método 1: Calcular m, => £ = Tpn=14 Ty,
> Meétodo 2: Calcular Ty, , diretamente em fungdo de outros T; .

» Método 3: Fazer a conta na marra: analisar cada caminho possivel de 1 até n e
calcular sua probabilidade.

> Meétodo 4: Experimental p/ T1,,. MCMC (Monte Carlo Markov Chain).

> Método 5: Experimental p/ m,. Convergéncia rapida ao limite.



Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)

Método 1: Calcular 7, = 7% =Tpn=14+T1n

Info: m=7-P e Y7  m = 1. Portanto:
Th =P Th-1 = Mp_1 =

=

Th—1 =P Tph-2 = Mp—2= 23

Mh2 =P Tpn-3+q Th—1 = 7T,173:%(1—PQ)'7Tn

< Th

el

Simplificacdo: p =1/2. Exercicio 1: terminar p/ p qualquer.
“TMp—1 = Tp—1 =2 T
T2 =4 -7,
The3 =6-m,

T3 = (1/2) - mp—a + (1/2) -

Theg = 8- Tp

ey

(1/2)
(1/2)
To2 = (1/2) 705 +(1/2) 70 s
(1/2)
(1/2) Ths = 10 - 7,
miv1 = (1/2) -7+ (1/2) - mivo = mi=2(n—1i) 7,

m=(1/2)-m+(1/2) -3 = m=2(n—1)-7m,
T = (1/2)7T0 =4 (1/2)7‘(’1

4

mo=m =2(n—1) 7,



Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)

Método 1: Calcular 7, = + =T,,=1+ Ty,

T

Simplificacdo: p =1/2. Exercicio 1: terminar p/ p qualquer.
n n 1

1= i = Tnp— 2 n 2i - n=— Tn -1 1 = p= ———

Zﬂ 7r 7r+Z i~mn=mn(=1+ n(n+1)) L r—

i=0 i=1

Portanto, do Teorema Fundamental das Cadeias de Markov:

1
Ton=— =n4+n-1 = Ti,=Top-1=n+n-2=(n+2)(n-1)



Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)

Método 2: Calcular Ty, diretamente em fungdo de outros T; ,.
Info: Esperanca condicional: E(X) = > . E(X|Y =1i)-P(Y = ).

Seja T; o tempo esperado para chegar em n a partir de /, inclusive.
Formalmente, T; = T;,sei#ne T, =0, cc;

Ti =1+ p-Tiya+q-Tis

To=1+p-T1+q- Ty = T1—To=-1/p

Objetivo: Calcular T;. Generalizar para T;.
(T, —T-)*(ﬂ>-(T-—T- y - 1
i+1 i p i i—1 p

Simplificacdo: p=1/2. Exercicio 2: terminar p/ p qualquer.

(Tip1i—Ti)) =(T1i—To)—2i = Tipa=T; —=2(i+1) = T,=T; -2 Z k
k=it1

T, =m+i+)nh-0) = T = ((n+2)(n-1)



Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)

Método 3: Fazer a conta na marra: analisar cada caminho possivel de 1 a
n e calcular prob. Dificuldade: num caminhos é exponencial !!

q

. p P
Exemplo: °.°.° n=2= T,=02+2)2-1) =4

q 1

1tam 1 (12)

0 tam 2

1 tam 3 (1012)

1 tam 4 (10012)

2 tam 5 (100012, 101012)

3 tam 6 (1000012, 1001012, 1010012)

5 tam 7 (10000012, 10001012, 10010012, 10100012, 10101012)

8 tam 8 (100000012, 100001012, 100010012, 100100012, 101000012, 100101012, 101001012, 101010012)

Fibonacci F(k — 2) caminhos de tam. k > 2. Exercicio 3 !!

)

1 & 1\
7—12:1.24_;/(./:(/(_2).(2) = 4 Exercicio 4 !!




Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)
Método 4: Experimental p/ T1,. MCMC (Monte Carlo Markov Chain)

n=2 = Ti,=(2+2)2-1) = 4

int main()
srand ( (unsigned long) time (nullptr));

int repeticoes = 1 ;
int tempo = 0;

int soma
int x
double p;

for (imt i = 0; i < repeticoes; ++i)
x = 1;
tempo = 0;

while (x!=2)
tempo++;
p = (double)rand() / (double)RAND MAX;
if (x==0)

soma += tempo;

}
cout << "Tempo medic = " << (double)soma/ (double) repeticoes;
return 0;

Exercicio 5: Fazer p/ n=3,...,100, listar tempos médios e comparar.



Markov Chain - Gléria do Jogador (Gambler's Glory)

Método 5: Experimental p/ m,. Convergéncia répida ao limite.
1 - T,,,n =1+ Tl,,,.

Tn

n=2= Ti,=(2+2)(2-1) =4

int main()
srand( (unsigned long) time (nullptr));
double pi0, pil, pi2;

pi0 = pil = pi2 = 1.0/ ;
cout << pi0 << "\t" << pil << "\t" << pi2 << "\n";

int repeticoes = H
for (int i = 0; i < repeticoes; ++i)

double x0 = pi0/2 + pil/2;

double x1 = pi0/2 + pi2;

double x2 = pil/2;

pi0 = =0; pil = x1; pi2 = =2;

cout << pil << "\t" << pil << "\t" << pi2 << "\n"
}

return 0;

Exercicio 6: Fazer p/ n=3,...n =100, listar tempos médios.
Comparar com os valores dos slides anteriores.



Markov Chain - 2-SAT - algoritmo probabilistico polinomial

Problema k-SAT de decisao: Dada uma férmula légica na FNC onde cada cldusula

tem no maximo k literais, existe uma atribui¢do as varidveis que satisfaca a férmula?

Exemplo 2-SAT: (x1 Vx) A (1 VX)) A (X1 V x2)

Exemplo 2-SAT: (x1 Vx2) A (1 VXx2) A aVx) A (K1 VX2)
Literatura: k-SAT é poli O(n®) p/ k < 2, mas NP-Completo p/ k > 3.
Existem algoritmos mais rapidos p/ k < 2, mas s3o mais complicados.

Algoritmo probabilistico poli O(n?) p/ 2-SAT usando Cadeia de Markov.
A partir de uma atribui¢do qualquer as varidveis, repita < 2 - n(n+ 1) vezes:
e Se ha cldusula insatisfeita, tome um literal uniform aleatério dela, mudando valor na

atribuicdo. Caso contrario, retorne a atribuicio. One sided error.

Andlise por Cadeia de Markov: Suponha que a férmula seja satisfativel e considere
uma atribui¢cdo fixa que a satisfaz como sendo os valores “corretos” das varidveis.

Objetivo: obter n valores “corretos” ou alcang¢ar outra atribuicdo que satisfaz férmula.




Markov Chain - 2-SAT - algoritmo probabilistico polinomial
Algoritmo probabilistico poli O(n?) p/ 2-SAT usando Cadeia de Markov.

A partir de uma atribuicdo qualquer as varidveis, repita < 2- n(n+ 1) vezes:
e Se ha cldusula insatisfeita, tome um literal uniform aleatério dela, mudando valor na

atribuicio. Caso contrério, retorne a atribuicio. One sided error.

Andlise por Cadeia de Markov: Suponha que a férmual seja satisfativel e considere
uma atribuicdo fixa que a satisfaz como sendo os valores “corretos” das varidveis.

Objetivo: obter n valores “corretos” ou alcancar outra atribuicdo que satisfaz férmula.

Em cldusula insatisfeita, pelo menos 1 literal ndo estd c/ valor correto. Prob > 1/2 de

obter mais um valor correto e prob < 1/2 de diminuir o ndmero de valores corretos.

Niimero esperado de passos: E(X) = n? 4+ n — 2. Repetindo 2n(n + 1) vezes, temos
pela Desigualdade de Markov que a probabilidade de n3o obter n valores corretos se a
férmula for satisfativel é P(X > 2-E(X)) < 1/2.



Markov Chain - 3SAT - algoritmo probab exponencial
Algoritmo probabilistico expo O(??) p/ 3-SAT usando Cadeia de Markov.

A partir de uma atribuicdo qualquer as varidveis, repita no maximo 777 vezes:
e Se h3 cldusula insatisfeita, tome um literal uniform aleatério dela, mudando valor na
atribuicio. Caso contrario, retorne a atribuicio. One sided error.

Analise por Cadeia de Markov: Suponha que a férmual seja satisfativel e considere
uma atribui¢do fixa que a satisfaz como sendo os valores “corretos” das varidveis.

Objetivo: obter n valores “corretos” ou alcancar outra atribuicdo que satisfaz férmula.

Em cldusula insatisfeita, pelo menos 1 literal n3o estd ¢/ valor correto. Prob > 1/3 de

obter mais um valor correto e prob < 2/3 de diminuir o ndmero de valores corretos.

Nimero esperado de passos: E(X) =?77. Repetindo 2 - E(X) vezes, temos pela
Desigualdade de Markov que a probabilidade de n3o obter n valores corretos se a
férmula for satisfativel é P(X > 2-E(X)) < 1/2. Exercicio !!



Markov Chain - Cadeias de Markov em Grafos

Periodicidade do estado i: max{d : P; = 0,Vn n3o divisivel por d}.
Estados de uma mesma classe tem a mesma periodicidade.

Estado i é aperiédico se (a) P;; > 0 (lago) ou (b) P(k) >0e P(e) >0 para kel

i
1y

primos entre si (mdc(k,£) = 1).

Seja G um grafo finito ndo-direcionado conexo. Seja Mg a cadeia de Markov induzida
por G com matriz de transi¢do com valores P, , = 1/d(u) se v é vizinho de u, e 0
caso contrdrio, onde d(u) é o grau de u em G.

v—1 Puy = d(u)/d(u) =1, onde n é o nimero de vértices de G.
Lema 6.3/4 (Motwani): T,, = f("’/’) = L, se G é n3o-bipartido.

Prova: G é conexo n3o-bipartido. Logo Mg tem ciclos impares (e pares) p/ cada
vértice. Logo, cada estado (vértice) tem periodicidade 1 e Mg é aperiddica.

m, = d(v)/2m é solugdode mr =7 - P e Y, m, = 1. Como Mg é finita, recorrente e
aperiddica, a solugdo é (nica pelo Teorema Fundamental.

e () ) -

u€Adj(v) u€Adj(v)

Sow= Y W os 2m = 1

vev(G) veVv(G) M evie)




Markov Chain - Cadeias de Markov em Grafos

Seja G um grafo finito ndo-direcionado conexo. Seja Mg a cadeia de Markov
induzida por G com matriz de transi¢do com valores P, = 1/d(u) se v é
vizinho de u, e 0 caso contrdrio, onde d(u) é o grau de u em G.

Lema 6.3/4 (Motwani): T,, = dz("’/’) = 7% se G é n3o-bipartido.

Lema 6.6 (Motwani): 7,, + T, , = 2m-R(u,v) < 2m-d(u,v),
onde u # v, R(u,v) é a resisténcia efetiva entre u e v, e d(u,v) é a
distancia entre u e v (num arestas em um menor caminho).

Para calcular a Resisténcia efetiva R(u, v), considera-se que cada aresta
do grafo representa 1 Q (ohm) de resisténcia e que 1A (ampere) de
corrente é introduzido em u e removido de v (ou vice-versa).

R(u,v) < £/k se existem k caminhos entre u e v (disjuntos nas arestas)
com tamanho no maximo ¢ (num arestas).



Markov Chain - Conectividade em Log-Space

Problema USTCON (“Undirected s-t Connectivity"): Dado um grafo G
nao-direcionado e vértices s e t, decidir se existe um caminho entre s e t.

Classe RLP (Randomized Log-space Polynomial time): Problemas de
decisao que possuem algoritmo probabilistico de tempo polinomial e

espaco logaritmico que sempre acerta quando retorna SIM, mas pode
errar com probabilidade 1/2 quando retorna NAO. RLP C RP

Algoritmo RLP para USTCON: O espa¢o ndo conta a memdria da
entrada, que é dada numa “read-only tape”.

Simular passeio aleatério de tam 2n* sobre (a cadeia de Markov de) G
comecando em s. Se encontrou t, retorne SIM. Sendo, retorne NAO.
Tst < Tsi+ Tes<2m-d(s,t) <2m-(n—1) < n’.

Pela Desigualdade de Markov, a probabilidade de errar é < 2"—;3 =1/2.

Espaco utilizado: contador inteiro até 2n® (espaco log, 2n?), vértice
atual e préximo vértice.



Técnicas Algébricas - Fingerprint

Técnica 1 ja vista em 2 problemas:
Verificar |lgualdade de polindmios e Verificar produto de matrizes.

Fingerprint 1: Para decidir se 2 objetos sdo iguais, ao invés de comparar
os objetos por completo, tratar os objetos como fungdes, gerar parametro
aleatdrio e comparar os valores das fungcdes com esse pardmetro.

Fingerprint 2: Para decidir se 2 objetos sdo iguais, ao invés de comparar
0s objetos por completo, tratar os objetos como nimeros inteiros, gerar
um nidmero primo aleatério e comparar os niimeros nos inteiros médulo p.

Como gerar niimeros primos aleatdrios entre 2 e n: gera inteiro aleatdrio
uniforme e testa se é primo.

Chebyshev (1848): NPrimos(< n) > (1/3)(n/Inn).
Prime Number Theorem (1896): NPrimos(< n) ~ n/Inn.

Nimero esperado de buscas por um nimero primo: < 3Inn.

Tempo de checar se um inteiro é primo: O((log n)*) ou O((log n)®).
Tempo esperado total: O((log n)’) = O((log n)"**). Primality test (Wikipedia)



Fingerprint 1: Verificar Igualdade de PolinGmios

Problema: Alice e Bob tem polindmios A(x) e B(x) de grau n, resp.
Decidir se A(x) = B(x) “transmitindo poucos dados'.

Considere que um deles n3o tem acesso aos coeficientes do seu polinémio.
Exemplo: (x +1)(x —2)(x +3)(x —4) = x*+7x2-247 (n=4)

Algoritmo: Escolher inteiro r em {1,...,100n} aleatério uniforme.
Transmitir r e A(r) para Bob, que deve comparar com B(r).

Se iguais, retornar SIM. Caso contrario, retornar NAO.

Bits transmitidos: O(log((100n)" - n)) = O(nlogn).

Andlise: Se SIM (A(x) = B(x)), o algoritmo acerta.
Se NAO (A(x) # B(x)) e A(r) # B(r), o algoritmo acerta.

O algoritmo s6 erra se for NAO (A(x) # B(x)), mas A(r) = B(r).
One-sided error false biased (acerta ao dizer NAO): Classe co-RP.

Probabilidade de errar: r deve ser raiz de A(x) — B(x), que tem grau
< n e no maximo n raizes. Probabilidade de erro < 1/100

Amplificagdo: Repetindo k vezes com reposicdo: P(erro) < (1/100)



Fingerprint 1: Verificar igualdade de matrizes

Problema: Alice e Bob tem matrizes n x n A e B, respectivamente.
Decidir se A= B “transmitindo poucos dados”.

Algoritmo: Escolher vetor r = (n,...,r,) em {0,1}" aleatério uniforme.
Transmitir r e A-r para Bob, que deve comparar com B - r.
Se igual, SIM. C.C, NAO. Bits transmitidos: O(n).

Analise: Se SIM (A = B), o algoritmo acerta.

Se NAO (A# B) e A-r+# B -r, o algoritmo acerta.

O algoritmo s6 erra se for NAO (A# B), mas A-r =B -r.
One-sided error false biased (acerta ao dizer NAQ): Classe co-RP.

Probabilidade de errar: Seja D = A— B # 0. Logo D tem valor # 0 (para simplificar,
suponha que di 1 # 0).

n n
di k-
Ar=B-r=D - r=0= Zdlyk-rk:()irlz_zu
k=1 = i
P(ry ser este valor | ra,...,r) < 1/2. Logo P(erro)< 1/2.

Amplificagdo: Repetindo k vezes com reposicio: P(erro) < (1/2)k



Fingerprint 2: Verificar igualdade de palavras (strings)

Problema: Alice/Bob tem sequéncias de bits (a1,...,a,) e (b1,..., by).
Verificar se sdo iguais com “transmissdo de poucos dados’.

Algoritmo: Sejaa=> 7  a;-2"teb=3 ] b-27L

Seja Fp(x) = (x mod p), onde p é um primo aleat entre 2 e m = tnln tn
para um t = O(n). Alice transmite p e F,(a) para Bob, que deve
comparar com Fp(b). Nimero de bits transmitidos: O(log p) = O(log n).

Fo(a) £ Fp(b) = a# b
Fp(a) = Fp(b) = (a=b) ou p édivisor de |a— b| < 2"

|a — b| tem < n divisores primos. Logo (Chebyshev: NPrimos<,, > m/3Inm)

n n 3 Inlntn 5
P(Fo(2) = Fo(b) | 2 7 b) < NPrimos<m, — m/3Inm — t <1+ Intn ) ot



Fingerprint 2: Pattern Matching

Problema: Dadas palavras X =x1...x, e Y = y1... yk<, Num mesmo
alfabeto fixo X, checar se o padrdo Y ocorre contiguamente em X.

Forca bruta: Tempo O(n- k). Knuth-Morris-Pratt: Tempo O(n+k) = O(n)

Seja X(j) = xjXj41-..Xjpk—1 para j € {1,...,n— k + 1}. Para simplificar a
explicacdo, seja ¥ = {0,1}. Considere X(j) e Y como inteiros com k bits.
Objetivo: checar se existe j tal que X(j) =Y.

Fato: X1 =2 (X(j) —2""'x;) + X;4x. Dado p, seja Fp(x) = (x mod p).
Logo: Fp(Xjs1) =2 (Fp(X()) = 27'%) + x4k mod p.
Alg. Monte Carlo O(n + k): Sorteie p primo aleat entre 2 e m = n’k In n’k.

Calcule todos os valores Fp(X(j)) paraj € {1,...,n—k+1}.
Se algum for igual F,(Y), retorne SIM. Caso contrério, retorne NAO.

Para um certo j fixo: Fo(Y) # Fp(X(j)) = sem padréo Y comegando em j
Fo(Y) = Fo(X(j)) = (com padrio) ou (p é divisor de |Y — X(j)| < 2¥)
Y — X(j)| tem < k divisores primos. Logo (Chebyshev: NPrimos<,, > m/3In m)
k k 5
n2

BOR(Y) = RXU)) | Y #X0)) < e < i<

Prob < 2 de 3j com F,(Y) = F,(X(j)) apesar de Y n3o ser padrio.



Fingerprint 2: Pattern Matching

Alg. Monte Carlo O(n + k): Sorteie p primo aleat entre 2 e m = n’kIn nk.
Calcule todos os valores F,(X(j)) paraj€{1,...,n— k+1}.

Se algum for igual F,(Y), retorne SIM. Caso contrério, retorne NAO.
Probabilidade de erro < 5/n.

Alg. Las Vegas O(n+ k): Roda o algoritmo Monte Carlo e, se apontar um
padrdo F,(X(j)) = Fp(Y), comparar as strings X(j) e Y em tempo O(k).
Se igual, retorna SIM. Caso contrério, reinicia tudo com Forca Bruta.
Probabilidade de erro = 0.

Tempo esperado do Algoritmo Las Vegas:

< (1—%)-O(n—|—k) 4 (%)-O(n-k) — O(n+K)



Teste de Primalidade de Fermat

Problema: Dado um niimero inteiro n, verificar se é primo.
Forca bruta: Testar divisibilidade de n com todo inteiro k de 2 até \/n.

Teste de Primalidade de Fermat: Tempo O((logn)?)  soft-O notation
Z,=10,1,...,n—1}. ZP C Zp: coprimos de n; mdc(x,n) = 1.
Fermat's Little Theorem: n primo == Va€ Z%: a" ! =1 mod n.

n composto <= Ja € Z:: a" 1 #1 mod n.

Lema 14.28 (Motwani): Se n é composto ndo-Carmichael, entdo
pelo menos metade dos elementos a € Z% satisfazem a” ' 1 mod n

Definicdo: n é Carmichael se é composto e 3"~ =1 mod n, Va € Z.
Nimeros de Carmichael s3o raros: sé 646 entre 1 e 10°.

561 (3-11-17), 1105(5-13-17), 1729 (7-13-19), 2465 (5-17-29),
2821 (7-13-31), 6601 (7-23-41), 8911 (7-19-67).

Alg. Fermat: Sorteia 2 < a < n— 2. Se mdc(a, n) # 1, retorne NAO.
Testase 3" ! =1 mod n. Se SIM, retorne SIM. C.C., retorne NAO.

n primo = Fermat acerta 100%.

n composto ndo-Carmichael = Fermat acerta com prob > 1/2.

n composto Carmichael = Fermat acerta se mdc(a, n) > 2.



Teste de Primalidade de Fermat

Problema: Dado um ndmero inteiro n, verificar se é primo.

Teste de Primalidade de Fermat: Tempo O((logn)?)  soft-O notation
Z,={0,1,...,n—1}. ZP C Zp,: coprimos de n; mdc(x,n) = 1.

Alg. Fermat: Sorteia 2 < a < n— 2. Se mdc(a, n) # 1, retorne NéO.
Testa se "1 =1 mod n. Se SIM, retorne SIM. C.C., retorne NAO.

Algoritmo de Euclides para calcular mdc(a, n). Tempo O(log n).

Algoritmo ExponenciacaoBinaria (inteiros base, exp, n)
result =1; base + base % n
enquanto (exp > 0)
se (exp & 1): result < (result - base) % n
base < (base - base) % n
exp — exp>>1
retorne result Binary Exponentiation (Wikipedia)



Teste de Primalidade de Miller-Rabin

Problema: Dado um niimero inteiro n, verificar se é primo.

nimpar == n—1=2°.d paras>1edimpar.
" '=1modn <= a>9—1=0modn
= (32571d + 1)(32571‘] —1)=0mod n
e (1)@ Y+ 1) Y~ 1) =0mod n

= (% 4 1)(F 1) (af +1)(a% — 1) = 0 mod n
Se n é impar, um desses fatores é miltiplo de n.

Alg. Miller-Rabin: Sorteia 2 < a<n—2. Calcular d e s.
Testase a? =1 mod nou a?9 = —1 mod n para algum 0 < r <s.
Se SIM, retorne SIM. C.C., retorne NAO.

n primo = Miller-Rabin acerta 100%.
n composto = Miller-Rabin acerta com prob. > 3/4.
Primality é co-RP e Compositeness é RP, ambos c/ tempo O((log n)*).

Obs: Teste de Primalidade AKS: deterministico tempo poli O((log n)®).
Artigo famoso “PRIMES is in P", 2002. Prémio Godel-2006.



Teste de Primalidade de Miller-Rabin

nimpar = n—1=2°-d paras>1ed impar.
" l=1modn <= 2a*9—1=0modn
e (41T 1) =0modn
= (a1 1)(2 9+ 1)(a% % —1) =0 mod n

— (325—1d + 1)(325‘2d +1)---(a? +1)(a —1) =0 mod n

Algoritmo Calculo-s-d (inteiro n)
s=0;, d=n-1
enquanto ((d&1) = 0)
d—d>>1 s+ s+1

Algoritmo Composto (inteiros n, a, d, s)
R <« Exponencia¢doBinaria(a, d, n)
se (R=1)ou (R=n—-1): retorne falso
parat=1atés—1
R < (R-R)%n
se (R=n—1): retorne falso
retorne verdadeiro



Teste de Primalidade de Miller-Rabin (Determistico)

Problema: Dado um ndmero inteiro n, verificar se é primo.

Alg. Miller-Rabin: Sorteia 2 < a<n—2. Calcular d e s.
Testase a? =1 mod nou a?9 = —1 mod n para algum 0 < r <s.
Se SIM, retorne SIM. C.C., retorne NAO.

n primo = Miller-Rabin acerta 100%.
n composto = Miller-Rabin acerta com prob. > 3/4.
Primality é co-RP e Compositeness é RP, ambos c/ tempo O((log n)*).

Versdo Deterministica (32 bits): a =2,3,5,7,11 (5 primeiros primos).
Versdo Deterministica (64 bits): a=2,...,37 (12 primeiros primos).

Obs: Teste de Primalidade AKS: deterministico tempo poli O((log n)®).
Artigo famoso “PRIMES is in P", 2002. Prémio Godel-2006.

Exercicio: Implementar algoritmos de teste de primalidade de Fermat e Miller-Rabin e
calcular experimentalmente (com pelo menos 100000 execu¢des para n composto
aleatério uniforme entre 100 e 100000) as probabilidades de erro para um sorteio

apenas do inteiro 2 < a < n — 2. e comparar com 1/2 e 1/4, respectivamente.



