Problema da Mochila (Knapsack problem)

» Instancia: Pesos p[l...n] e valores v[1...n] e Capacidade C da
mochila.

» Objetivo: Achar vetor x[1...n] de 0's e 1's tal que
x-p=>,_1xkpk<Cex-v=> 7 | xkvk seja mdximo

> Intuicdo: x[k] =1 (item k selecionado) e x[k] = 0 (cc).

> Exemplo: C =5, p=[4,2,1,3] e v =][50,40,30,45]. Otimo:
x =10,1,0,1], pois 2+ 3 <5 e 40+ 45 = 85 é o valor maximo.

1. Propriedade da Subestrutura Otima

» Imagine uma solugdo 6tima, com um item k. Considere a instancia
sem o item k e com capacidade C’ = C — p, na mochila.

» Ent3o a solugdo 6tima anterior sem o item k serd uma solugdo
Stima dessa nova instancia. Ou seja, removendo o item k da
mochila étima, o que estiver na mochila serd uma solugdo 6tima
caso a mochila fosse menor, com capacidade C’.

» Se houvesse uma solugdo melhor para mochila com capacidade C’,
obteriamos uma solugdo melhor para a mochila com capacidade C,
simplesmente incluindo de volta o item k. Absurdo.



2. Equacao de Recorréncia - Algoritmo recursivo simples

> Seja V[k, C'] o valor maximo considerando apenas os itens de 1 a k

a mochila tendo capacidade C’. Objetivo: Calcular V[n, C].

> V[0,C']=0; V[k,0] =0
» Verificar se é melhor com o item k ou n3o.
» Se px > C": V[k,C'| = V[k —1,C’]. Caso contrario:

VIk, C'] = max{V[k—l, ', v+ V[kfl,C’fpk]}.

Mochila-REC(p, v, C', k)
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se (k = 0) entdo retorne 0

se (C' = 0) entdo retorne 0

A «— Mochila-REC(p,v,C’, k — 1)

se (px > C') entdo retorne A

B «— vk + Mochila-REC(p,v,C" — px, k — 1)
se (A > B) entdo retorne A

retorne B



2. Equacao de Recorréncia - Algoritmo recursivo simples

Sobreposicdo de Subproblemas
» Chamada inicial: Mochila— REC(p, v, C,n)

» Superposicao: Se todos os pesos sdo iguais a 1, a instancia
(C —1,n—2) é chamada por (C,n—1) e (C —1,n—1), que sdo
chamadas por (C, n).

» Tempo: Exponencial Q(2mnMmC}) = Q(2") para C =n

Mochila-REC(p, v, C', k)

1 se (k =0) entéo retorne 0

se (C' = 0) entdo retorne 0

A +— Mochila-REC(p,v,C’ k — 1)

se (px > C') entdo retorne A

B +— vx + Mochila-REC(p,v,C" — px, k — 1)
se (A > B) entdo retorne A

retorne B
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2b. Memoizagdo (Alg. recursivo + memdria) - top Down

Mochila-memo(p, v, C,n, V)
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para C'+0até C: V[0,C'] «+ O
para k+ laté n: V[k0] «< 0
para k «+ 1 até n:
para C' < 1 até C:
Vik,C'] «+ -1
retorne Mochila-REC-memo(p, v, C,n, V)

Mochila-REC-memo(p, v, C', k, V)

1
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se (V[k, C'] > 0) entao retorne V[k, C']
A < Mochila-REC-memo(p,v,C’ k — 1)
se (px > C') entdo V[k,C'1+ A
senao
B <+ vi + Mochila-REC-memo(p, v, C' — pyx, k — 1, V)
se (A < B) entdo V[k,C'] + Bsendo V[k,C'] + A
retorne V[k, C']



3. Programagdo Dindmica - Valor étimo (bottom-up)

Mochila-PD(p, v, C, n)

0 Criar matriz V[0...n, 0...(]

1 paraC’'+0até C: V[0,C'] « O

2 parak < latén V[k, 0] «+ O

3 para k < 1 até n:

4 para C' < 1 até C:

5 V[k,C'] +— V[k—1,C]

6 se (pk < C') e (VIk,C'] < v+ V[k—1,C" — pi]) entdo
7 VIk,C'l +— v + V[k—1,C = p]

8 retorne V[n, C]

Tempo O(n- C)

Podemos assumir que px < C para todo item k. Isso ndo foi necessario
nesse algoritmo, mas serd no préximo.



3. Programacgao Dinamica - Valor étimo - variante

Ao invés de buscar conjuntos com valor maximo que cabem na mochila,
buscamos conjuntos com peso minimo e que atingem um valor dado. O
maior valor possivel é < n- v*, onde v* é o valor do item mais valioso.

Mochila-PD2(p, v, C, n)
0 Criar matriz P[0...n, 0...n-v*]
1 para V'« 1latén-v*: P[0,V] « o
2 para k < 0 até nfaca: Plk, 0] « O
3 para k < 1 até n:
4 para V' + 1 até n- v*:
5 Plk, V'] «— Plk—1,V']
6 se (vi < V') e (Plk, V'] > px + Plk — 1, V' — v]) entdo
7 Plk, V'] «— px + Plk—1,V' = v]
8 para V' < n-v* até 1 (dec):
9 se (P[n, V'] < C) ent3o retorne V'

Tempo O(n? - v*)
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3. Programacgao Dinamica - Valor étimo - variante -

Exemplo




3. Programacao Dinamica - Solucdo Otima

Ao invés de buscar conjuntos com valor maximo que cabem na mochila,
buscamos conjuntos com peso minimo e que atingem um valor dado. O
maior valor possivel é < n- v*, onde v* é o valor do item mais valioso.

Mochila-PD3(p, v, C, n)

0 Criar matriz P[0...n, 0...n-v*] e vetor x[1...n]

1 executar Mochila-PD2(p, v, C,n) com a matriz P alocada acima
2 Seja V'’ o valor 6timo retornado acima

3 para k < n decrescendo até 1:

4 se Pk, V'] = P[k — 1, V'] entdo x[k] + 0

5 sendo x[k] « 1

6 V' V' — plk]

7 retorne x

O vetor x indica a presenca ou n3o de cada item na solugdo étima.
Tempo O(n? - v*): linha 1



4. Algoritmo aproximativo

Mochila-Aprox(p, v, C, n,€)
1 v « max{w: k=1,....,n}; A « e-v*/n
2 para k < 1 até n faca:
3 Vi v/l
4 retorne os itens da solugdo étima de Mochila-PD3(p, v', C, n)

Tempo O(n? - (v*/A)) = O(n?/e)

Como sé mudam os valores dos itens, uma solucido étima com valores v/
€ uma solucdo viavel do problema original.



5. Algoritmo (1 — ¢)-aproximativo

Teorema 2.3: Mochila-Aprox é (1 — ¢)-aproximativo

Prova: Seja S’ a solugdo Stima retornada pelo algoritmo (com valores
v') e seja S uma solugdo 6tima do problema original.

= ka > )\Zv,'( > )\Zv,'( >

keS’ keS’ keS

v(S) =AY (5-1) = v = AIS| = W(S) = Aen >

kes keS

v(§') > opt—e-v* > opt—ec-opt > (1—¢)-opt



6. Conclusdo (Mochila)

Mochila-Aprox é um FPTAS
FPTAS: Full Polynomial Time Approximation Scheme.

Esquema de Aproximacdo Completamente Polinomial

Para cada racional € > 0, temos um algoritmo de tempo O(n3/e) com
fator de aproximagdo 1 — €.

E um meta-algoritmo, um esquema de aproximagcdo. Um algoritmo para
cada €.

Compromisso entre tempo e aproximacgao.

Fully polynomial, pois O(n?/¢) é polinomial também em 1/¢, ao
contrario de O(n'/¢), que seria “apenas” um PTAS.



7. Conclusdo (até agora)

Escalonamento: Tem algoritmo 2-aproximativo.

Cobertura por Conjuntos: Algoritmo (In n)-aproximativo. Parece o
melhor possivel (parece n3o ter aproximativo para fator constante).

Mochila: FPTAS. E o melhor possivel.

» Problemas NP-Dificeis com FPTAS (Mochila)

» Problemas NP-Dificeis com PTAS, que provavelmente ndo tem
FPTAS (falta)

> Problemas NP-Dificeis com a-aproximagdo (para « const), que
provavelmente ndo tem PTAS (TSP Métrico - falta mostrar)

> Problemas NP-Dificeis com «(n)-aproximac¢io (para a(n) ndo
const), que provavelmente nio tem para « const (Set Cover)

» Problemas NP-Dificeis que provavelmente nao tem algoritmo
a(n)-aproximativo nenhum (Caixeiro viajante)



