Caixeiro Viajante é NP-Dificil
Caixeiro Viajante (Travelling Salesman Problem TSP)

» Instancia: Grafo completo G com custos positivos nas arestas.

» Objetivo: Achar um ciclo de custo minimo que passe por todos os
vértices exatamente uma vez.

» Problema relacionado (Ciclo Hamiltoniano): Dado grafo simples
(sem custos nas arestas), decidir se tem ciclo por todos os vértices
exat. uma vez. Problema NP-Completo.

Teorema: TSP é NP-Dificil.
PROVA:

» Suponha que existe um algoritmo polinomial A que resolve o
Caixeiro Viajante. Vamos usar A para decidir o problema do Ciclo
Hamiltoniano em tempo polinomial.

» Seja G instancia de Ciclo Hamilt: grafo simples (sem custos). Seja
G* grafo completo nos vértices de G tq custo aresta uv em G* é 1
se uv é arestade G,en-+1, c.c.

» Se o caixeiro tem percurso com custo n, entdo G possui Ciclo
Hamiltoniano. Caso contrdrio, ndo tem.



Caixeiro Viajante nao é aproximavel poli.

Teorema (Sahni, Gonzalez, 1976):

TSP n3o tem algoritmo «a(n)-aproximativo polinomial para nenhuma
fun¢do polinomial «(n), a menos que P=NP
PROVA:

» Suponha existe algoritmo poli a(n)-aprox A para Caixeiro Viajante.
Vamos usar A p/ decidir Ciclo Hamilt em tempo polinomial.

» Instancia G de Ciclo Hamilt: grafo simples. Seja G* grafo completo
tq custo aresta uv em G* é 1 se uv estd em G, e n-«a(n), c.c.

» A(G*): custo solucdo de A p/ G*. Logo A(G*) < opt - a(n).
Se A(G*) > n-«a(n), entdo opt > n e entdo G n3o é hamiltoniano.

v

» Se A(G*) < n-«(n), entdo nenhuma aresta ndo-existente foi
percorrida no ciclo do caixeiro e entdo G é hamiltoniano.

» Com isso, A pode ser usado para decidir Ciclo Hamilt. Logo P=NP.
Teorema 3.6 (Livro "Approximation Algorithms" de Vazirani).

Teorema 8.5 (Livro “Introducdo Sucinta a Algoritmos de Aproximagdo").
Técnica do GAP para provar Inaproximabilidade.



Caixeiro Viajante Métrico (TSPM)

Instancias satisfazem Desigualdade Triangular

» Grafo G com custos positivos nas arestas

» Custos satisfazem a desigualdade triangular: ¢;j < ci + ¢

Arvore Geradora Minima (MST) T

» Seja opt o custo do percurso étimo do Caixeiro.

» Removendo uma aresta do percurso étimo, temos uma arvore
geradora do grafo, com custo > a da geradora minima (MST) T.

» Logo: opt > ¢(T)

Ciclo Euleriano
» Definicao: Ciclo que passa por todas as arestas do grafo.
» Teorema de Euler: S6 existe se ndo ha vértices de grau impar.
> Existem algoritmos O(m) para obter ciclo euleriano, caso exista.
» Seja EULER um desses algoritmos.



Algoritmo TSPM-RSL (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 70's)

Algoritmo TSPM-RSL (G, ¢)
1 T+ MST(G,c)

2 T + T+ Er

3 P+ EULER(T")

4 C < AtALHO (P)

5 devolva C

Algoritmo ATALHO remove vértices repetidos de um ciclo.
Pela desigualdade triangular, vale a pena ir direto.
De um Ciclo Euleriano, obtemos um Ciclo Hamiltoniano.



Algoritmo TSPM-RSL (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 70's)




Algoritmo TSPM-RSL (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 70's)

Algoritmo TSPM-RSL (G, c)l
1@ T « MST (G,¢)

2 T « T+ Er

3 P+ EULER(T")

4 C <+ AraLno (P)
5 devolva C




Algoritmo TSPM-RSL (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 70's)

Algoritmo TSPM-RSL (G, c)l
1 T+ MST(G,c)
20 T' « T+ Er

3 P+ EULER(T")
4 C <+ AraLno (P)
5 devolva C




Algoritmo TSPM-RSL (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 70's)

Algoritmo TSPM-RSL (G, c)l
1 T+ MST(G,c)

2 T « T+ Er

3® P« EULER(T")

4 C <+ AraLno (P)
5 devolva C




Algoritmo TSPM-RSL (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 70's)

Algoritmo TSPM-RSL (G, ¢)
1 T+ MST(G,c)

2 T« T+ Er

3 P+ EULER(T")

4@ C + AraLno (P)
5 devolva C




Algoritmo TSPM-RSL é 2-aproximativo

Algoritmo TSPM-RSL (G, ¢)
T + MST (G.c)

T « T + Er

P + EULER (T")

C' < AraLno (P)

devolva C'

Teorema: TSPM-RSL é 2-aproximativo
PROVA:

» P ¢ Ciclo Euleriano de T' = T + Et. Logo:

> ¢(C) < ¢(P) = 2-¢(T) < 2-0pt(G,c),

» pois (a) ¢(C) < ¢(P) pela desigualdade triangular,

» (b) percurso opt menos 1 aresta é arvore geradora: opt > c(T)



Algoritmo TSPM-RSL ¢é 2-aproximativo (e ndo menos !)
Tight Example

RSL

custo 2n-2



Algoritmo TSPM-Christofides (1976)

Algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES (G, ¢)

T + MST (G, ¢)

seja I o conjunto dos vértices de grau impar de T’
M + EpMonDs (G[I],c)

T+ T+ M

P + EULER (T")

C + ATALHO (P)

devolva '
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TSPM-Christofides é 1.5-aproximativo.

Melhor algoritmo p/ TSPM (Caixeiro Viajante Métrico) até 2020.
Foi melhorado em menos de um trilionésimo de porcento em 2020.
Conjectura: 1.333 é o melhor fator de aproximacio.

ALMSS’92: N3o existe PTAS para TSPM.



Algoritmo TSPM-Christofides (1976)

(*) Vértices de grau impar
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Algoritmo TSPM-Christofides (1976)
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Algoritmo TSPM-Christofides é 1.5-aproximativo

Algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES (G, ¢)

T « MST (G, c)

seja I o conjunto dos vértices de grau impar de T'
M + EDMONDS (G[I], ¢)

T «T+M

P + EULER (T")

C + AraLno (P)

devolva C'
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Teorema: TSPM-Christofides é 1.5-aproximativo
PROVA:
» P é Ciclo Eulerianode T = T + M. Logo:
c(C) < c(P) = c(T)+c(M) < 15-0pt(G,c),
faltando provar que c¢(M) < opt/2. Para isso, seja C* um ciclo opt.

|I| é par = D é unido de 2 matchings M’ e M" de G[/].

>
>
> Seja D o ciclo induzido por C* sobre | (vértices de grau impar de T).
>
» Logo 2 c(M) < c(M')+ c(M") =c(D) < ¢(C*) = opt(G, c)



Algoritmo TSPM-Christofides é 1.5-aproximativo
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Algoritmo TSPM-Christofides é 1.5-aproximativo

™'

Ciclo D sobre GJI]

(*) Vértices de grau impar



TSPM-Christofides é 1.5-aproximativo (e ndo menos !)
Tight Example
G

arestas desenhadas: custo 1
demais arestas: custo = menor caminho
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Conclusdo (até agora)

* Escalonamento: Algoritmo 2-aproximativo.

* TSPM: Alg 1.5-aproximativo. Parece ser o melhor possivel, na pratica.
* Cobertura por Conjuntos: Algoritmo (In n)-aproximativo. Parece o
melhor possivel (parece n3o ter aproximativo para fator constante).

* Mochila: FPTAS. E o melhor possivel.

» Problemas NP-Dificeis com FPTAS (Mochila)

» Problemas NP-Dificeis com PTAS, que provavelmente n3o tem
FPTAS (falta provar)

» Problemas NP-Dificeis com a-aproximagdo (p/ « const), que
provavelmente n3o tem PTAS (TSP Métrico - falta provar)

> Problemas NP-Dificeis com «(n)-aproximac¢io (para a(n) ndo
const), que provavelmente nio tem para « const (Set Cover)

» Problemas NP-Dificeis que provavelmente nao tem algoritmo poli
a(n)-aproximativo para nenhum «(n) poli (Caixeiro viajante)



