Minimum (weighted) Set Cover

Minima Cobertura por conjuntos (sem custos)

» Instancia: Um conjunto universo U = {uy,...,u,} e uma familia
S={S51,...,5n} de subconjuntos de U que cobrem U.
Ou seja, S é uma cobertura de U: | J; S = U.

» Objetivo: Obter menor nimero k de subconjuntos S;,,...,S;, em S
que cobrem U, ou seja, S, U...US;, = U.

Minima Cobertura por conjuntos (com custos)

> Instancia: ldem + cada subconjunto S; tem um custo ¢(S;)

> Objetivo: Obter uma cobertura S;, ..., S;, de U de custo minimo
(c(Sy) + ...+ c(S;,) minimo).

» Generalizagdo: Basta tomar custo 1 para cada conjunto.



Algoritmo MinCC-Chvétal (com custos e sem custos)
Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S, ¢)

1. se U = (), entao retorne )

2. facal =UeC=10

3. enquanto (U’ # () faca

4. seja Z o subc. em S com [ZNU'|# 0 e c(Z)/|ZNU'| minimo
5 fagaC <~ C U {Z} e U «~ U - Z

6. retorne C

Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S)
1. se U = (), entdo retorne ()
.facalU/ =UeC=0
enquanto (U’ # () faca
seja Z o subc. em S com |ZNU'| # B e 1/|Z N U'| mimo
facaC « CU {Z} e U « U - Z
6. retorne C

o R W

Tempo O(n- m)



Algoritmo MinCC-Chvétal (com custos e sem custos)
Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S, ¢)

1. se U = (), entao retorne )

2. facal =UeC=10

3. enquanto (U’ # () faca

4. seja Z o subc. em S com [ZNU'|# 0 e c(Z)/|ZNU'| minimo
5 fagaC <~ C U {Z} e U «~ U - Z

6. retorne C

Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S)
1. se U = (), entdo retorne ()
.facalU/ =UeC=0
enquanto (U’ # () faca
seja Z o subc. em S com |Z N U'| maximo
facaC « CU {Z} e U « U - Z
6. retorne C

o R wN

Tempo O(n- m)



Algoritmo MinCC-Chvatal é H,-aproximativo
Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S, ¢)

1. se U = 0, entdo retorne ()

2. fagalU =UeC=0

3. enquanto (U’ # () faca

4. seja Z o subc. em S com |[ZNU'| £ D e c(Z)/|Z N U'| minimo
5 facaC <~ CU{Z} e U «+ U - Z

6. retorne C

Algoritmo MinCC-Chvétal é H,-aproximativo
» cr(Z) =c(2)/|ZNU| e preco(u;) = cer(Z): Z é 1° a cobrir u.

Zu;GZﬂU’ preco(ui) = C(Z) = Zu,-eu Pfeco(ui) = C(C)
cer(Z) < opt/|U'|, pois o custo efetivo minimo é < a média

vyy

u, ..., u, ordem cobertos: preco(y;) < opt/|U’| < opt/(n—i+1)

opt 1
c(C) = Z preco(u;) < Z P = opt - Z = H, - opt
k=1

uiel uieU
» 05772 < (H, —Inn) < 1. Hy,=1Inn+05772+ L + O(%)



Algoritmo MinCC-Chvatal é H,-aproximativo

Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S, ¢)

1. se U =0, entdo retorne ()

2. facalU/ =UeC=10

3. enquanto (U’ # 0) faca

4. seja Z o subc. em S com |ZNU'|# D e c(Z)/|ZN U'| minimo
5 facaC < CU{Z} e U «+ U - Z

6. retorne C

Algoritmo MinCC-Chvatal é H,-aproximativo

> Hy=1+34+3+...+% 05772<(H,—Inn) <1

> Euma (1 + In n)-aproximagdo. Fator de aproximagdo ndo constante.

» Set-Cover € log-APX (Problemas otim ¢/ fator de aprox logaritmico)
» Dinur & Steurer'2013: (1 —¢)Inn inaprox p/ qquer € > 0, se P£ZNP
» Conclusdol: MinCC-Chvatal é praticamente o melhor possivel
» Conclusdo2: SetCover ¢ APX, se P#NP



Algoritmo MinCC-Chvétal é H,-aprox (tight example)
Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S, ¢)

1. se U = (), ent3o retorne ()

2. facalU' =UeC=10

3. enquanto (U’ # 0) faca

4. seja Z o subc. em S com |[ZNU'| £ D e c(Z)/|Z N U'| minimo
5 facaC <~ CU{Z} e U «+ U - Z

6. retorne C

tight example (com custos)
> opt=1+¢
1 1 1
> C(C)=;+E+-~-+§+1 = Hn
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Algoritmo MinCC-Chvétal é H,-aprox (tight example)
Algoritmo MinCC-Chvatal (U, S, ¢)

1. se U =0, entdo retorne ()

2. facalU =UeC=10

3. enquanto (U’ # 0) faca

4. seja Z o subc. em S com [ZNU'| # 0 e c(Z)/|ZN U'| minimo
5 fagaC <~ CU{Z} e U « U - Z

6. retorne C

tight example (sem custos)
» Conj tam. 1,1,2,4,8,...,2% e dois conj tam. 2K — 1
> n=2.(2k —1) =2k1 2 opt = 2 conjuntos
> ¢(C)=k+2=logyn + 1. aprox ~ 1 log, n.

» Existem exemplos mais complicados com aprox = Inn
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Algoritmo MinCC-Guloso (s6 sem custos)
Tempo O(n - m)
Algoritmo MinCC-Guloso (U, S)

> se U = (), entdo retorne )

> facalU/ =U e I=0e C=0

» enquanto (U’ # () faca

> sejauve U efagal < [ U {u}
> para cada Z € S que contém v faca
> facaC «+ C U {Z}

> faca U/ « U - Z

» retorne C

MinCC-Guloso é f-aproximativo, onde f é a frequéncia méxima
» Seja a frequéncia f(u) o nimero de subconjuntos S; que contém u
» Seja f = maxyuecy{f(u)} a frequéncia méxima.

» MinCC-Guloso é f-aproximativo. Prova nos préximos slides.



MinCC-Guloso - Exemplo
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MinCC-Guloso - Exemplo
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Algoritmo MinCC-Guloso é f-aproximativo

> Seja a frequéncia f(u) o niimero de subconjuntos S; que contém u

» Seja f = max,cy{f(u)} a frequéncia méxima.

MinCC-Guloso é f-aproximativo, onde f é a frequéncia maxima
PROVA:

» Conjunto / é independente: uj,u; € | = A5, € S: uj,u; € S¢

» Portanto: opt(U,S) > ||

» Além disso, C tem todos os subc. que contém os elementos de /

> IC|<f-|l|<f-opt(U,S)



MinCC-Guloso é f-aproximativo (e ndo menos !!)
Tight Example: hipercubo f-dimensional

» Elementos de U s3o as palavras de O's e 1's de tamanho f

» Se duas diferem em apenas uma letra, forme um conjunto de S
» Frequéncia é o préprio f. Exemplo abaixo: f = 4.

» opt = 2f~! mas MinCC-Guloso retorna f - 2f~1 (todos os subc.)
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Minimum Vertex Cover

Minima Cobertura por vértices
» Instancia: Um grafo G = (V, E).

» Objetivo: Obter menor nimero k de vértices que cobrem as arestas
de G (toda aresta tem um vértice na cobertura).

Algoritmo MinCV-Guloso (G)

> se £(G) = 0, entdo retorne ()
> faca E' =E(G) e I=0 e C=10

» enquanto (E’ # () faca

> sefae=uveE efacal <« | U {e}

> fagaC <« C U {u,v}

> faca E' «+ E' — {arestas de u e de v}
>

retorne C

As arestas em | formam um emparelhamento. Cada aresta em /| deve ser
coberta por um vértice distinto: opt > |/|. Como [C| =2-|I| <2 opt,
MinCV-Guloso é 2-aproximativo.



Minimum Vertex Cover versus Minimum Set Cover

Reducdo para Set Cover, dado um grafo G

» Faca U= E(G).
> Para cada vértice v € V(G), crie conjunto S, das arestas de v em G

» Cobrir as arestas com vértices de G é o mesmo que cobrir elementos
de U com subconjuntos S, .

Algoritmo MinCV-Guloso = MinCC-Guloso

» Frequéncia f = 2, pois cada aresta e = vy v, estd nos dois conjuntos

S, eSS,
B—D—@
@ @ @

Svi={vivo, ivs},Sv2 = {viva, vov3, vavs},S03 = {vavs, vaus, V3w, V3 V7§,
Sva ={viva}, Sus = {vovs, v3v5, vsv6}, Sve = {v3ve, V56 }, Sz = {vav7}.



MinCV-Guloso é 2-aproximativo (e ndo menos !!)
Tight Example: caterpillar tree

Q&C Q&t Qlt leoy
v v, n v,  Vn

Tight Example: hipercubo f-dimensional
» Vértices de G s3o as palavras de 0's e 1's de tamanho f
» Se dois diferem em apenas uma letra, adicione uma aresta em G

» opt = 2f~1 mas MinCV-Guloso retorna 2f (todos os vértices.)




Conclusdo geral (até agora)

* Escalonamento: Algoritmo 2-aproximativo.

* TSPM: Alg 1.5-aproximativo. Parece ser o melhor possivel, na pratica.
* Weighted Set Cover: Algoritmos (In n41)-aprox. e f-aprox. Parecem
os melhores possiveis (parece n3o ter aprox para fator constante).

* Vertex Cover: Algoritmo 2-aprox. Parece o melhor possivel (parece
ndo ter PTAS).

* Mochila: FPTAS. E o melhor possivel.

» Problemas NP-Dificeis com FPTAS (Mochila)
» Problemas NP-Dificeis com PTAS, provav sem FPTAS (falta provar)

» Problemas NP-Dificeis com a-aprox (p/ « const), provav sem PTAS
(TSP Métrico, Vertex Cover - falta provar)

> Problemas NP-Dificeis com «(n)-aprox (p/ a(n) ndo const), que
provav ndo tem para « const (Set Cover)

> Problemas NP-Dificeis que provav ndo tem alg poli a(n)-aprox para
nenhuma fun¢do computdvel a(n) poli (Caixeiro viajante)



Voltando ao Weighted Set Cover - Método Primal

Min CC - Cobertura por conjuntos (weighted)

» Instancia: Conj. univ. U= {u1,...,u,}, familia S = {51,...,5n}
de subconjuntos de U e um custo ¢(S;) para cada conjunto S;

> Objetivo: Obter uma cobertura S;, ..., S;, de U de custo minimo
(c(Si) + ...+ ¢(S;,) minimo).
» Generalizagdo: custo 1 para cada conjunto — unweighted.

Método Primal - Formulacao de Programacao Inteira

e Vetores ¢ e x, indexados por S. Ex: ¢cs e xs paracada S € S

e Minimizar c-x = ) s.5 Csxs, restrito a:

e Paracada S e S: xs € {0,1}

e Paracadauve U: Z xs > 1
SeS: ues

> E vidvel; basta tomar xs = 1 para todo conjunto S € §

> Obtém sof. exata opt(U,S, c) = ¢ - Xopt, mas problema NP-Dificil.



Voltando ao Weighted Set Cover - Método Primal

Min CC - Cobertura por conjuntos (weighted)

» Instancia: Conj. univ. U= {uy,...,uy}, familia S = {S1,...,Sn}
de subconjuntos de U e um custo ¢(S;) para cada conjunto S;

» Objetivo: Obter uma cobertura S, ..., S; de U de custo minimo
(c(Si) + ...+ ¢c(S;,) minimo).
» Generalizagdo: custo 1 para cada conjunto — unweighted.

Método Primal - Relaxacdo (Programacg&o Linear)

e Vetores ¢ e x, indexados por S. Ex: ¢cs e xs paracada S € S

e Minimizar c-x = ) s.s Csxs, restrito a:

e Paracada S € S: xs € [0,1]

e Paracadauve U: Z xs > 1
SeS: ues

> E vidvel; basta tomar xs = 1 para todo conjunto S € §

» opt(U,S,c) > c-Xopt, pois a relaxagdo pode obter valores menores.



Voltando ao Weighted Set Cover - Método Primal

Técnica do arredondamento
Algoritmo MinCC-Hochbaum (U, S, ¢)

1. seja x uma solug¢do étima racional da PL (relax. PI)

2. paracadaue U: seja f,=]{S€S: veS}
3. seja f = max{f,: ve U}

4. sejaC = {SeS: xs>1/f}

5. retorne C

LEMA: C é uma cobertura de U por conjuntos de S
Prova: Para cada v € U vale a restricdo ) s 5. ,c5 Xs > 1
=35€S :ueSexs>1/f, >1/f.

TEOREMA: MinCC-Hochbaum é f-aproximativo
Prova: Como f - xs > 1,VS € C, entdo:
c(C) =2 secCs <D geeCsxs S f-) segcsxs < f-opt(U,S,c)



Weighted Vertex Cover - Método Primal

Min CV - Vertex Cover (weighted)

» Instancia: Grafo G e um custo c(v) para cada vértice v de G

» Objetivo: Obter uma cobertura das arestas por vértices vy, ..., vk
de G de custo minimo (c(v1) + ... + c(vk) minimo).

» Generalizacao: custo 1 para cada vértice — unweighted.
Método Primal - Formulagcao de Programacao Inteira

e Vetores ¢ e x, indexados por V(G). Ex: ¢, e x, para cada v € V(G)

e Minimizar c-x = Zvev(c) ¢ Xy, restrito a:

Para cada vértice v € V(G): x, € {0,1}
Para cada aresta uv € E(G): x,+x, > 1

> E vidvel; basta tomar x, = 1 para todo vértice v € V(G)

> Obtém solugdo exata opt(G, c) = ¢ - Xopr, mas Problema NP-Dificil.



Weighted Vertex Cover - Método Primal

Min CV - Vertex Cover (weighted)

» Instancia: Grafo G e um custo c(v) para cada vértice v de G

» Objetivo: Obter uma cobertura das arestas por vértices vy, ..., vk
de G de custo minimo (c(vy) + ...+ c(vk) minimo).

» Generalizacao: custo 1 para cada vértice — unweighted.

Método Primal - Relaxagdo (Programag&o Linear)

e Vetores c e x, indexados por V(G). Ex: ¢, e x, para cada v € V(G)
e Minimizar c-x = }_ cy(g) CvXv, restrito a:

e Para cada vértice v € V(G): x, € [0,1]
e Para cada aresta uv € E(G): x,+x, > 1

> E vidvel; basta tomar x, = 1 para todo vértice v € V(G)

» opt(G,c) > c- Xopt, POis a relaxacdo pode obter valores menores.



Weighted Vertex Cover - Método Primal

Técnica do arredondamento

Algoritmo MinCV-Hochbaum (G, ¢)
1. seja x uma solugdo tima racional da PL (relax. PI)
2.sejaC = {veV(G): x, >1/2}
3. retorne C

LEMA: C é uma cobertura de E(G) por vértices de G
Prova: Para cada aresta uv € E(G) vale a restricdo x, + x, > 1.
Portanto, x, > 3 ou x, > 3.

TEOREMA: MinCV-Hochbaum é 2-aproximativo
Prova: Como 2-x, > 1,Vv € C, entdo:

C(C):ZCVSZ-ZCVX\,SQ- Z avx, <2-0pt(G,c)

veC veC veV(G)



Weighted Vertex Cover - Método Dual

Problema Primal Problema Dual

Max  Z=3x,+5x, Min W =4y, +12y, +18y,

Sujeito a Sujeito a

X, < 4 y, + 3y, 2 3
2x, < 12 { 2y, + 2y, 2 5

3x, + 2x, < 18 Yo ¥, € y; =2 0

X, € X, =2 0

Notag¢do Matricial Notac¢do Matricial 4

Max Z=[3 5| ;(l Min W=y, vy, y,JI12

Sujeito a o 18

Lo 4 Sujeito a

0 2.{"'}3 12 bo

3 o) g [vi v. v:Jfo 2{2[ 3]
0 32

e [M]:o] ¢ b v, wlzb 0 o]

Teorema Forte da Dualidade: opt do primal = opt do dual



Weighted Vertex Cover - Método Dual

Método Primal - Relaxa¢do (Programacao Linear)

e \etores ¢ e x, indexados por V(G). Ex: ¢, e x, para cada v € V(G)
e Minimizar c-x = ZVGV(G) ¢, Xy, restrito a:

e Para cada vértice v € V(G): x, € [0,1]
e Para cada aresta uv € E(G): x,+x, > 1

Método Dual - Relaxagdo (Programac3o Linear)

e Vetor y, indexado por E(G). Ex: y,, para cada uv € E(G)
e Maximizar y -1 = EuveE(G) Yuv, restrito a:

e Para cada aresta uv € E(G): Yoo > 0
e Para cada vértice v € V(G): Z Yoo < ¢ (R1)
uveE(G)

> E vidvel; basta tomar y,, = 0 para toda aresta uv € E(G)
» opt(G,c) > C-Xopt = Yopt -1, pelo Teorema Forte da Dualidade.



Weighted Vertex Cover - Método Dual

Interpretacdo do Dual

» O custo de cada vértice é repartido entre ele e suas arestas

» Se uma aresta uv n3o tem u nem v com igualdade na restricio R1,
podemos aumentar o valor de y,,. Ou seja, no étimo, toda aresta
tem uma extremidade com igualdade na restricdo R1.

» Colocar na cobertura os vértices com igualdade na restricdo R1.

Método Dual - Relaxagdo (Programacgdo Linear)

e Vetor y, indexado por E(G). Ex: y,, para cada uv € E(G)

e Maximizar y -1 = 3°  crG) Y, restrito a:
e Para cada aresta uv € E(G): Yo > 0
e Para cada vértice v € V(G): Z Yo < ¢ (R1)

uveE(G)

> E vidvel; basta tomar y,, = 0 para toda aresta uv € E(G)
» opt(G,c) > C-Xopt = Yopt - 1, pelo Teorema Forte da Dualidade.



Weighted Vertex Cover - Método Dual

Algoritmo MinCV-Hochbaum-dual (G, ¢)

1. seja y uma solugdo étima racional da PL (dual, relax. PI)
2.sejaC = {veV(G): >, cgc Yo =}  (igualdade em R1)
3. retorne C

LEMA: C é uma cobertura de E(G) por vértices de G
Prova: Ja visto.

TEOREMA: MinCV-Hochbaum-dual é 2-aproximativo
Prova: Seja V = V(G) e E = E(G).

C(C)ZZCvZZZYuVSZ ZtuZQZyUVS2'OPt(G,C)

vel veC uveE veVuveE uveE



Weighted Set Cover - Método Dual

Método Primal - Relaxa¢do (Programacao Linear)

e Vetores c e x, indexados por S. Ex: ¢s e xs paracada S € S

e Minimizar c-x = ) s.5 CsXxs, restrito a:

e Para cada conjunto S € S: xs € [0,1]

e Para cada elemento v € U : Z xs > 1
SES: ues

Método Dual - Relaxa¢do (Programacao Linear)

e Vetor y, indexado por U. Ex: y, para cada u e U

e Maximizar y-1 = ZUGU Yu, restrito a:
e Para cada elemento u € U: vo >0
e Para cada conjunto S € S: Zyu < ¢s (R1)

ues

> E vidvel; basta tomar ¥y = 0 para todo u € U

v

opt(U,S.¢c) > ¢ Xopt = Yopt - 1, pelo Teo Forte da Dualidade.



Weighted Set Cover - Método Dual

Interpretacao do Dual

» O custo de cada conjunto S é repartido entre ele e seus elementos

» Se um elemento u ndo estd em um conjunto S com igualdade na
restricio R1, podemos aumentar o valor y,. Ou seja, no 6timo, todo
elemento pertence a um conjunto com igualdade na restricdo R1.

» Colocar na cobertura os conjuntos S com igualdade na restricdo R1.

Método Dual - Relaxa¢do (Programacao Linear)

e Vetor y, indexado por U. Ex: y, para cada u e U

e Maximizar y -1 = ° _, y,, restrito a:
e Para cada elemento u € U: vo >0
e Para cada conjunto S € S: Zyu < ¢s (R1)

ues

> E vidvel; basta tomar Yy = 0 para todo v € U
» opt(U,S,c) > c-Xopt = Yopt -1, pelo Teo Forte da Dualidade.



Weighted Set Cover - Método Dual

Algoritmo MinCC-Hochbaum-dual (U, S, ¢)
1. seja y uma solugdo étima racional da PL (dual, relax. PI)
2.sejaC = {S€S8: )  csyu=cs} (igualdade em R1)
3. retorne C

LEMA: C é uma cobertura de U por conjuntos de S
Prova: J3 visto.

TEOREMA: MinCC-Hochbaum-dual é f-aproximativo
Prova: Paracadaue U, sejaf,=|{Se€S: uveS}.
Seja f = max{f, : u e U}.

C(C) = ZCS = ZZyu < ZZYU = Z fu}’u < fZYu < f-Opt(U,S, C)

Sec SeCues SeSues uel uelU



Conclusao: Set Cover e Vertex Cover

Set Cover sem custos

» f-aproximacgdo: Algoritmo MinCC-Guloso

Set Cover com custos
» (1 + Inn)-aproximagdo: Algoritmo MinCC-Chvatal.
> f-aproximagdo: Algoritmo MinCC-Hochbaum (método primal)
> f-aproximacdo: Algoritmo MinCC-Hochbaum-dual (método dual)

Vertex Cover sem custos
» 2-aproximac¢ao: Algoritmo MinCV-Guloso
Vertex Cover com custos

» 2-aproximacdo: Algoritmo MinCV-Hochbaum (método primal)

» 2-aproximagdo: Algoritmo MinCV-Hochbaum-dual (método dual)



O Esquema Primal-Dual Classico
Programa Primal Cldssico: n varidveis x; com m restri¢des b;

e Minimizar c-x = 337, ¢x;, onde x; > 0,Vj =1,...,n

o Restrito a E}’Il ajx; > bj paratodoi=1,....,m

Programa Dual Classico: m varidveis y; com n restri¢des ¢;

e Maximizar b-y = > 7", bjy;, onde y; > 0,Vi=1,....m
e Restrito a ) a;y; < ¢ paratodoj=1,...,n

Teoremas da Dualidade e das Folgas Complementares

e Dualidade Forte: Se vidveis, c- x> b-y e ¢ Xopr = b+ Yopt
e Folgas Complementares: c-x = by se e s se valem as folgas
completares primais e duais:
» Primais: x; =0ou >." ajyi =¢, paratodoj=1,...,n
» Duais: y; =0 ou Z}’Zl ajxj =bi, paratodoi=1,....m
» Esquema PL: Comega com solu¢do dual y vidvel e solugdo primal x
invidvel. Observando as folgas complementares, vai melhorando a
otimalidade da dual y e a viabilidade da primal x até c-x =b-y.



O Esquema Primal-Dual de Aproximacao
Programa Primal Cldssico: n varidveis x; com m restri¢des b;
e Minimizar c-x = 337, gx;, onde x; > 0,Vj =1,...,n
e Restrito a Z}’Zl ajx; > bj paratodoi=1,....,m

Programa Dual Cldssico: m varidveis y; com n restricdes ¢;
e Maximizar b-y = > 7", bjy;, onde y; > 0,Vi=1,....m
e Restrito a " a;y; < ¢ paratodoj=1,...,n

Folgas Complementares («, [3)-aproximadas
> Primais: x; =0 ou ¢j/a < >, a5y < ¢, paratodoj=1,...,n
> Duais: y;=0oub; <> 7 a;x < fb;, paratodoi=1,....m
> Lema: Se x e y satisfazem folgas complementares

(v, B)-aproximadas, entdo c - x < (af) b y. Prova:

m n

n n m n
ch&<az<za5yi>xj—az > apx | yi<aBd by
j=1 =1 \i=1 i1 \j=1 j=1



O Esquema Primal-Dual de Aproximacao

Programa Primal Cldssico: n varidveis x; com m restri¢des b;

e Minimizar c-x = 337, gx;, onde x; > 0,¥j =1,...,n

e Restrito a Z};l ajXj > by paratodoi=1,....m
Programa Dual Cldssico: m varidveis y; com n restri¢des ¢;

e Maximizar b-y =3 7" bjy;,onde y; >0,Vi=1,....,m
e Restrito a Y. a;y; < ¢j paratodoj=1,...,n

Folgas Complementares («, /3)-aproximadas
» Primais: x; =0 ou ¢j/a < > 7 a5y < ¢, paratodoj=1,...,n
» Duais: y; =0ou b < Z};l ajx; < Bb;, paratodoi=1,...,m
» Aprox Primal-Dual: Comeca com solu¢bes y dual vidvel e x primal
invidvel (mas sempre inteira). Observ folgas compl (a, §)-aprox, vai

melhorando otimal. dual y e viab. primal x. No fim, a solu¢do dual
vezes o3 serve como limite superior para o do primal inteiro.



Weighted Vertex Cover - Método Primal-Dual

Programa Primal - Programacao Inteira

e Vetor x, indexado por V(G). Ex: x, para cada v € V(G)
e Minimizar c-x = }_ .y () CvXv, restrito a:

e Para cada vértice v € V(G): x, € {0,1}

e Para cada aresta uv € E(G): x,+x, >1

> E vidvel; basta tomar x, = 1 para toda aresta uv € E(G)
Programa Dual - Relaxa¢do (Programacio Linear)

e Vetor y, indexado por E(G). Ex: y,, para cada uv € E(G)

e Maximizar y -1 = EuveE(G) Yuv, restrito a:

e Para cada aresta uv € E(G): Yoo > 0

e Para cada vértice v € V(G) : Z Yoo < ¢ (R1)
uveE(G)

» E viavel; basta tomar Yuv = 0 para toda aresta uv € E(G)
» Primal-Dual inicio: x, =0 Vv € V(G) e y, =0Vuv € E(G).



Weighted Vertex Cover - Método Primal-Dual
Algoritmo MinCV-primal-dual (G, ¢)

1. seja y o vetor com y,, = 0 para toda aresta uv de G

. enquanto existe aresta ab t.q. a e b ndo estdo com (=R1)

2
3 faca y,, < yap + min {cv — ZuveE(G) Yoo o v € {3, b}}
4.sejaC = {veV(G): X, cee) Yo =}  (igualdade em R1)
5. retorne C

» Vetor x ndo estd explicito, mas x, = 1 se v com (=R1) e x, =0 cc.

Programa Dual - Relaxa¢do (Programagdo Linear)

e Vetor y, indexado por E(G). Ex: y,, para cada uv € E(G)

e Maximizary -1 = > r) Yuv, restrito a:
e Para cada aresta uv € E(G): Yo > 0
e Para cada vértice v € V(G): Z Yo < ¢ (R1)

uveE(G)



Weighted Vertex Cover - Método Primal-Dual

Algoritmo MinCV-primal-dual (G, ¢)
1. seja y o vetor com y,, = 0 para toda aresta uv de G
2. enquanto existe aresta ab t.q. a e b ndo estdo com (=R1)
3. faca y.p < Yap + min {cv - ZuveE(G) Yo @ Vv € {3, b}}
4.sejaC = {veV(G): X, cee) Yo =}  (igualdade em R1)
5. retorne C

LEMA: C é uma cobertura de E(G) por vértices de G

TEOREMA: MinCV-primal-dual é 2-aproximativo
Prova: Bastaria a =1 e § = 2. Outra prova: p/ cobert opt C*:

Z Yuv < Z Z Yo < Z ¢, = opt. Logo, p/ cobert C retorn p/ algoritmo

uveE veC* uveE vec*

C(C):ZCvZZZYuVSZ Z}/UVZZZyUV§2-opt(G,C)

vel veC uveE veV uveE uveE



Weighted Set Cover - Método Primal-Dual

Programa Primal - Programacao Inteira

>

Vetor x, indexado por S. Ex: xs paracada S € S

Minimizar c - x = Zses Xs, restrito a:

Para cada conjunto S € S: xs € {0,1}

Para cada elemento v € U : Z xs > 1
SeS: ues

E vidvel; basta tomar xg = 1 paratodo S S

Programa Dual - Relaxa¢do (Programacio Linear)

v

Vetor y, indexado por U. Ex: y, para cada u e U

Maximizar y -1 = > ., y,, restrito a:

Para cada elemento v € U: Yo 20

Para cada conjunto S € S : Zyu < cs
uesS

E vidvel; basta tomar Yu = 0 para toda aresta u € U
Primal-Dual inicio: xs=0VS €S e y,=0Vue U.

(R1)



Weighted Set Cover - Método Primal-Dual

Algoritmo MinCC-primal-dual (U, S, ¢)

1. seja y o vetor com y, = 0 para todo elemento v € U

ok N

>

enquanto 3 elem u € U sem conj. que o contém com (=R1)
faca y, « yu—|—min{cs—zu€5yu: SES,UES}

sejaC = {S€S8: > ,csVu=cs} (igualdade em R1)
retorne C
Vetor x ndo estd explicito, mas xs = 1 se S com (=R1) e xs = 0 cc.

Programa Dual - Relaxa¢do (Programagio Linear)

Vetor y, indexado por U. Ex: y, para cada v e U
Maximizar y -1 = > ., yu, restrito a:

Para cada elemento u € U: vo >0
Para cada conjunto S € S : Zyu < ¢s (R1)
uesS



Weighted Set Cover - Método Primal-Dual
Algoritmo MinCC-primal-dual (U, S, ¢)

1. seja y o vetor com y, = 0 para todo elemento u € U

2. enquanto 3 elem u € U sem conj. que o contém com (=R1)

3. facay, « ys+min{cs—> csyu: S€S,ucS}
4.sejaC = {Se€S: ) coyu=cs} (igualdade em R1)

5. retorne C

LEMA: C é uma cobertura de U por conjuntos de S

TEOREMA: MinCC-primal-dual é f-aproximativo
Prova: Vu e U, seja f, = |{S € S: ue S} Seja f =max{f,: ue U}.
Bastaria @« =1 e g = f. Outra prova: Para cobertura opt C*:

ZYu < Z Z)’u < Z cs = opt. Logo, p/ cobert C retorn p/ algoritmo:

uel SeC* uesS Sec+

C(C) = ZCS = ZZ}’U < ZZ}/U = Z fu}/u < fZYu < f~Opt(U,S, C)

Sec SeCues SeS ues uel uel



Conclusao: Set Cover e Vertex Cover

Set Cover sem custos

» f-aproximacdo: Algoritmo MinCC-Guloso

Set Cover com custos
» (1 + Inn)-aproximagdo: Algoritmo MinCC-Chvatal.
> f-aproximacdo: Algoritmo MinCC-Hochbaum (método primal)
» f-aproximagdo: Algoritmo MinCC-Hochbaum-dual (método dual)

» f-aproximagdo: Algoritmo MinCC-primal-dual (método primal-dual)

Vertex Cover sem custos

» 2-aproximacdo: Algoritmo MinCV-Guloso

Vertex Cover com custos
> 2-aproximagdo: Algoritmo MinCV-Hochbaum (método primal)
> 2-aproximacdo: Algoritmo MinCV-Hochbaum-dual (método dual)

» 2-aproximacdo: Algoritmo MinCV-primal-dual (método primal-dual)



