Problema do Escalonamento

» Instancia: n tarefas com tempos pi, ..., p, € m maquinas idénticas.
» Objetivo: Escalonamento (tarefas em mdaquinas) com tempo min.

» Qutros nomes: Min makespan scheduling, multiprocessor sch, Job
shop sch, identical parallel machine sch.

» Tempo minimo opt(m, n,p) > LB = max {% S pis max}’zl{p;}}

Relagao com outros problemas
» Bin Packing: empacotar todos os itens em caixas de capacidade C.
Minimizar o nlimero de caixas.

» Escalonamento: empacotar todos os itens em m caixas. Minimizar
a capacidade C das caixas.

» Mochila: empacotar alguns itens em apenas uma caixa com
capacidade C. Maximizar o valor obtido.



Problema do Escalonamento

» Instancia: n tarefas com tempos pi, ..., p, € m maquinas idénticas.
» Objetivo: Escalonamento (tarefas em mdaquinas) com tempo min.

» Qutros nomes: Min makespan scheduling, multiprocessor sch, Job
shop sch, identical parallel machine sch.

» Tempo minimo opt(m, n,p) > LB = max {% S pis max}’zl{p;}}

Algoritmo Escalonamento-Graham(m, n, p)
1. para i =1 até n faca

2. Atribua a tarefa / a maquina com menor tempo de trabalho

Algoritmo Escalonamento-Graham é 2-aproximativo

» Seja k a tarefa que termina por ultimo no escalonamento
> Tempo final: inicioy (tempo de inicio da tarefa k) + py

» inicioy foi selecionado para a maquina menos ocupada:
iniciox < L 37 | p;i < LB < opt(m, n, p)
» Tempo final = iniciox + px < LB+ LB = 2-LB < 2-opt(m,n,p)



Problema do Escalonamento - Algoritmo 1.5-aprox

Algoritmo Esc-Graham-Decreasing(m, n, p)

1.
2.
3.

Ordene as tarefas da maior para a menor
para /i = 1 até n faca
Atribua a tarefa / a maquina com menor tempo de trabalho

Algoritmo Esc-Graham-Decreasing é (3/2)-aproximativo

>
>
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Podemos assumir que a tarefa n é a (ltima a terminar no escalon

(*) CC, a inclus3o da tarefa n ndo muda o tempo do escalonamento,
mas aumenta o tempo étimo, em comparagdo com a instancia sem a
tarefa n. Ou seja, o fator de aproximacdo diminui

Tempo final: inicio, (tempo de inicio da tarefa n) + p,

inicio,, foi selecionado pra maquina menos ocupada:

inicio, < £ 3" p; < LB < opt

Tempo final = inicio, + p, < opt + p,

pn < opt/2 = Tempo final < (3/2) - opt(m,n, p). OK

pn > opt/2 = opt < 2-p, = sé 1 tarefa por maquina no Opt
= Esc-Graham-Decreasing retorna o 6timo



Problema do Escalonamento - Algoritmo 1.333-aprox

Algoritmo Esc-Graham-Decreasing é (4/3)-aproximativo

>
>
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Tempo final: inicio, (tempo de inicio da tarefa n) + p,

inicio, foi selecionado pra maquina menos ocupada:

inicio, < £ 3" p; < LB < opt

Tempo final = inicio, + p, < opt + p,

pn < opt/3 = Tempo final < (4/3) - opt(m, n, p). OK

Assuma p, > opt/3: opt < 3- p, = Max. 2 tarefas por miquina.
Provar que nesse caso Esc-Graham-Decreasing retorna o 6timo (opt)
Tarefa maior em Mag;, 2° maior em Maqs, ..., m° maior em Magqp,.
Depois atribui as n — m restantes (n < 2m) em Magq,,, Magm_1,...
Suponha que Mag, passou tempo opt (2 tarefas: grd e peq)
Trocar peq para Maq com sé 1 tarefa (> grd): > opt

Trocar peq por tarefa menor, peq ficard com tarefa maior: > opt
Trocar peq por tarefa maior, esta ficard com tarefa grd: > opt

Resumindo: é impossivel escalonar sem passar opt. Contradic3o.



Problema do Escalonamento - Exemplos tight

Escalonamento-Graham é 2-aprox (e ndo menos !!)

» m(m — 1) tarefas de tempo 1 e 1 tarefa de tempo m
» opt = m (1 maquina com a de tempo m e as m — 1 restantes com
m tarefas de tempo 1 cada)

» Escalonamento-Graham coloca m — 1 tarefas de tempo 1 em cada
mdquina e depois acrescenta a de tempo m em uma delas, gerando
tempo total (m—1)+m = 2m—1

» Fator de aproximagdo: 2m—1)/m = 2 — 1/m

Esc-Graham-Decreasing é 4/3-aprox (e ndo menos !!)

> 3 tarefas de tempo m e 2 tarefas de tempos m—+1. m+2,....2m—1

> opt = 3m (1 miquina com as 3 de tempo m e as m — 1 restantes
com 2 tarefas de tempos m+ i e 2m — )

» Esc-Graham-Decreasing pde 2m tarefas primeiro (2 em cada maq):
tempo total 3m? — m = m(3m — 1). Depois pde a tltima (tempo m)
» Fator de aproximagdo: (4m—1)/(3m) = 4/3 — 1/(3m)



PTAS
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p/ Escalonamento com ndm m fixo de maquinas

Fixe . Uma tarefa é pequenase <e- LB, =<3 " p;
H4 no maximo m/e tarefas grandes.

Tempo O(m™/¢): escalonamento opt para tarefas grandes
Escalonamento-Graham nas tarefas pequenas

Se a dltima tarefa é grande, OK

Sendo, seja k a dltima tarefa (pequena) do escalonamento
Tempo final: inicio, (tempo de inicio da tarefa k) + py

iniciok foi selecionado para a maquina menos ocupada:

inicio < L3 | pi = LB, < opt(m, n,p)

Tempo final do escalonamento =

iniciox + px < LBy+e- LBy = (14+¢)- LBy < (14¢)-opt
Tempo do algoritmo O(m™/¢ + m - n)



PTAS

>
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p/ Escalonamento com nim qualquer de maquinas

Insténcia: n tarefas com tempos p = (py, ..., pn) € m maq. idént.

7 escalonamento com tempo total t se e s6 se 3 empacotamento
de itens com pesos p = (p1, ..., Pn) €m m caixas de capacidade t

bins(p, t): menor ndmero de caixas de capacidade t para empacotar
itens com pesos p. bins(p,t) = bins(p/t,1)

Tempo min Escalonamento opt = min{t : bins(p,t) < m}

PTAS assintético para Bin Packing = PTAS para Escalonamento

Relacdo com outros problemas

>

Bin Packing: empacotar todos os itens em caixas de capacidade t.
Minimizar o niimero de caixas.

» Escalonamento: empacotar todos os itens em m caixas. Minimizar

a capacidade t das caixas.

» Mochila: empacotar alguns itens em apenas uma caixa com

capacidade t. Maximizar o valor obtido.



PTAS

>
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para o Problema do Escalonamento

Instancia: n tarefas com tempos p = (p1, ..., pn) € m maq. idént.
Seja t € [LB,2-LB]. p; < t,Vj. Ignorar itens pequenos® (< te)
pj € [te(1+¢) te(1+e)™) = pj=te(1+e)".

e(l+e)f =1= K = [log,,.(1/¢)] valores diferentes em p’
Programagdo Dinamica bins(p’, t) em tempo O(n?).
Reduz por fator 1 + ¢ = bins*(p, t(1 + ¢€)) < bins*(p’, t)

Empacotar itens pequenos (< te) com FF. Seja bins™ (p, t(1 + £))
o retornado por esse procedimento. Se n3o abriram caixas para peq.:

bins™ (p, t(1 + €)) = bins*(p, t(1 +¢)) < bins*(p’, t) < bins(p, t)
CC: todas caixas (exceto < 1) estdo cheias até > t. Entdo o 6timo
deve usar pelo menos a mesma quantidade de caixas.

Resumindo: bins™ (p, t(1 + €)) < bins(p, t)
opt = min{t : bins(p,t) < m} > min{t: bins"F(p, t(1 +¢)) < m}
Busca bindria por T € [LB,2 - LB] até subintervalo de tam. - LB



PTAS para o Problema do Escalonamento

opt = min{t : bins(p,t) < m} > min{t: bins"F(p,t(1 +¢)) < m}
Busca binaria por t € [LB,2 - LB] até subintervalo de tam. ¢ LB

1 subint. desse tam. = niim testes da busca bindria: < [log,(1)].
Seja T o extremo direito do subintervalo: T < (1+ ¢) - opt, pois

T < min{t: bins™F (p,t(1+¢)) < m}+e-LB < opt+c-opt
Finalmente: o algoritmo retorna tempo T (1 +¢) < (1+¢)? - opt
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Algoritmo (1 + 3¢)-aprox. em tempo O(n* logy(2)), onde
K =[log..(3)].  PTAS



FPTAS p/ Escalonamento com 2 méquinas
» Para simplificar, vamos assumir que os tempos ps, ..., p, S30 inteiros
> Seja P =", p;. Entdo: log, P < (I) < nlog, P.

» Par (x,y) significa que M; e M, estdo com tempos x e y, resp.

Algoritmo Escalonamento-2-Maquinas(p, n)
1. VS, « {(0,0)}
2. para k <+ 1 até n faga
3 VS, < 0
4, para cada par (x,y) € VS, faca
5 VSk < VS U {(x+pk,y), (X, ¥+ pu)}
6. retorne o par (x,y) € VS, com menor max{x, y}

(x,y) € VS = 0< x,y <P = Tempo O(n- P?)

Esse tempo pode ser exponencial no tamanho (I) da insténcia I.

>
>
» Truque j4 usado: Dividir valores {0,..., P} em L grupos.
> L=0((1/¢)nln P) = Tempo O(n-L?) =| O((1/%) - r* - (In P)*) |




FPTAS p/ Escalonamento com 2 méquinas

>

>
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Truque j& usado: Dividir valores {0,..., P} em L grupos.

L=0((1/€) - nin P) = Tempo O(n-?) =| O((1/*) - n* - (In P)?) |

Grupos formados com cortes nos pontos A, onde A = 1+ 5

[0,A), [\, A%), [M2,A3), ..., [A\L1 AL, Valores em p sdo inteiros
L= Tlogy P1 < [(1+22)InP], pois Inz > (z—1)/z para z > 1
X1, X NO Mesmo grupo = x1 /A < xo < x1 - A

Montar L? grupos de {0,..., P}2. Montar VSf a partir de V5,

deixando no maximo um elemento em cada grupo de pares. Na
verdade, VSZ‘7E é montado a partir de VSZ‘{1 seguindo o algoritmo.

Provar que, se (x,y) € VS, ento existe (x*,y#) € VS tal que
x# < Mex e y# < \ky

Com isso: Se (x,y) € VS, é o par étimo, entdo I(x7,y*) € VS#
tal que: max{x”, y#} < A max{x,y} = \" - opt,

Fator de aproximacdo \" = (1+ 5.)" < (1 +¢). FPTAS

Pois (14 z/n)" < 1+ 2z, para z € [0,1]



FPTAS p/ Escalonamento com 2 méquinas

LEMA: Se (x,y) € VS, entdo existe (x#, y#) € VS¥ tal que x*# < Akx
e y# < Aky. Ou seja, VS é uma aproximagio decente de V5.

» Inducdo em k. Para k = 1: ja visto. Suponha que vale para k — 1.
> (x,y) € VS = (x,y) é (a+ pk,b) ou (a, b+ px) p/ (a,b) € VSi_1
> Por indugdo, I(a#, b#) € VSI" | a# < \"la e b# < \k1p

» Na iteragdo k, (a” + px, b") é gerado, mas pode ser descartado por
um par («, 3) do mesmo grupo ao se montar VSf

a < M@ + pr) < Aa+ Apr < M(a+ pi) = Mex

B < A\b# < \kb = \ky O

vy



FPTAS p/ Escalonamento com m mdquinas (m fixo)

Generalizacdo para m maquinas

» Mesmo algoritmo, mas m-uplas (xi, ..., xn) ao invés de pares (x, y)
Tempo O(n- P™).
Mesma particdo em L grupos, com L = O((1/¢) - nin P)

FPTAS com tempo O(n-L™) = ’ O((1/e)™ - n™*1 . (In P)™) ‘

com mesmo fator de aproximagdo 1+ ¢

>
>
» Dividir m-uplas em L™ grupos
>
>

Escalonamento versus Escalonamento-Int, com m fixo

» Ja vimos que os problemas Escalonamento e Escalonamento-Int sao
polinomialmente equivalentes. Pode-se obter um FPTAS para um a
partir de um FPTAS do outro.

» Escalonamento com m fixo tem FPTAS



Algoritmo Aproximativo Probabilistico p/ Escalonamento

Algoritmo Esc-Graham-Aleatério(m, n, p)

1. ordene as tarefas de modo aleatério
2. para i =1 até n faca

3. Atribua a tarefa i 8 maquina com menor tempo de trabalho

Algoritmo Esc-Graham-Aleatério é 2-aprox (e ndo menos !!)

> Instancia limite: n tarefas tempo n e n?(n+1) tarefas tempo 1 em
n(n 4+ 2) maquinas. Otimo: tempo opt = n em cada maquina.
» Ordem aleatéria: Sorteia unif. nimero em [0, 1] para cada tarefa.

A ordem desses nimeros determina a ordem das tarefas.

1
n+1

> Order Statistics: Nimero (dltima tarefa grande ~ 15 =1 —

» Com alta prob: Nim tarefas peq. antes: > (1 — 21}) -n?(n+1)

» Graham: tempo > n+ ':,2((,:26)) > (2 - f,ig) n

> n— oo, c=o0(n): Razdo 2 —o(1) — 2



Escalonamento x 3-Partition

Problema 3-Partition de decisdo (3 tarefas por maquina)
» Instancia: n = 3m tarefas com tempos py,..., p, € m maquinas
idénticas. Ademais, LB>/4 < px < LB,/2, onde LB, =137 p;
» Decisao: Existe escalonam com tempo= LB, em cada maquina?
» Obs: A restricdo das instancias obrigam 3 tarefas por maquina.

» Otimizacao: Minimizar tempo total.

Observacdes
» 3-Partition é um problema de decisdo classico
» 3-Partition é NP-Completo Forte (Livro de Garey & Johnson)
» A vers3do opt de 3-Partition é um caso particular de Escalonamento
» Escalonamento Minimo é NP-Dificil Forte



Conclusdo (até agora)

* Escalonamento: PTAS (p/ m qquer) e FPTAS (p/ m fixo*).

* TSPM: Alg 1.5-aproximativo. Parece ser o melhor possivel, na pratica.
* Weighted Set Cover: Algoritmo (In n+1)-aprox. Parece o melhor
possivel (parece ndo ter aprox para fator constante).

* Set Cover: Algoritmos (In n+1)-aprox. e f-aprox. Parecem os
melhores possiveis (parece ndo ter aprox para fator constante).

* Vertex Cover: Alg 2-aprox. Parece o melhor possivel.

* Mochila: FPTAS. E o melhor possivel.

* Bin Packing: PTAS assintético (parece ndo ter FPTAS assintético).

» Problemas NP-Dificeis com FPTAS (Mochila, Escalonamento™)
» Problemas NP-Dificeis com PTAS, prov sem FPTAS (Escalonam)

» Problemas NP-Dificeis com a-aprox (p/ « const), provav sem PTAS
(TSP Métrico, Vertex Cover, Bin Packing)

» Problemas NP-Dificeis com «(n)-aprox (p/ a(n) ndo const), que
provav ndo tem para « const (Set Cover)

» Problemas NP-Dificeis que provav ndo tem alg poli a(n)-aprox para
nenhuma fun¢do computdvel a(n) poli (Caixeiro viajante)



