\Valor esperado
ou Esperanca

CAPITULO 6

Algoritmos Probabilisticos

Neste capitulo vamos supor que temos & nossa disposi¢do um gera-
dor de bits aleatorios (random bits generator), ou seja, um algoritmo
ideal RAND que recebe um numero racional p no intervalo fechado [0, 1],
devolve 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade 1 — p. Existem
implementagoes aproximadas do algoritmo RAND (veja Knuth [Knu98]).

Um algoritmo que utiliza RAND é chamado de probabilistico (ran-
domized). O comportamento de um algoritmo probabilistico depende
nao apenas da instancia do problema mas também dos niimeros devolvi-
dos por RAND. Dizemos que um algoritmo probabilistico é polinomial
se existe um polinémio p tal que, para toda instancia I do problema,
o numero de chamadas ao algoritmo RAND e o consumo de tempo das
demais operagoes sao limitados por p((I)).

Vamos generalizar a definicdo de algoritmos de aproximagao (se-
ao 1.2) para englobar algoritmos probabilisticos. Considere um algo-

valor é O\yalor da solucdo produzida por A para esta instancial. Di-

RAND

Algoritmo

zemos que XA ¢ uma a-aproximagao probabilistica para o problema
em questao se E[X7] > aopt(I) no caso de problema de maximizagao
e E[X7] < aopt(I) no caso de problema de minimizagdo. No presente
capitulo, @ é um niimero que nao depende de I, embora em geral a possa

1 Os algoritmos abordados neste capitulo, para cada instancia do problema, provo-
cam um ntimero fixo t de chamadas de RAND, que ndo depende dos valores devolvidos
por RAND, sendo que a i-ésima chamada de RAND tem como parametro sempre um
mesmo nimero, digamos p;. Denotando por o conjunto {0, 1}, seja P; a medida de
probabilidade sobre © dada por P;(1) = p; e P;(0) = 1—p;. O espago de probabilidade
no qual X7 esta definida neste caso é o espago produto (2, P1) X --- x (€, Py).
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ser uma funcdo de I. Dizemos que « é uma razao de aproximagao
esperada de A.

Vamos mostrar que, em certas condigoes, uma a-aproximagcao pro-
babilistica A pode ser usada para produzir, com alta probabilidade, so-
lucoes aproximadas do problema. Suponha que o problema é de minimi-
zacdo e que a variavel aleatoria X nao assume valores negativos (esse
é o caso na grande maioria dos problemas combinatoérios). Para cada e
positivo, a desigualdade de Markov (lema D.1, apéndice D) garante que

E[X/] aopt(I) e

PriXr 2 (ot €)optl] < it < Tate)opt(D) — e

Para um dado A no intervalo aberto (0,1), seja k := [logg A], onde

A probabilidade das
k aplicagbes serem

B = 35z- Suponha que A é aplicado k vezes 3 instancia I e escolha
o resultado de menor valor. Se Y7 é esse menor valor?, entio Pr[Y; >
(a + €)opt(I)] < A. Para A pequeno, este esquema produz, portanto,
com probabilidade alta (pelo menos 1 —X), uma solucao viavel com valor
menor que (a + ¢)opt(I).

O mesmo raciocinio pode ser aplicado a problemas de maximizacao,
desde que se conheca uma delimitacdo superior para o valor 6timo do
problema.

6.1 Satisfatibilidade maxima

Vamos usar o problema da satisfatibilidade maxima para exempli-
ficar algoritmos probabilisticos. Para definir o problema, precisamos
introduzir alguma notagao.

Suponha dado um conjunto finito V de objetos que chamamos va-
riaveis. Uma clausula booleana sobre V', ou simplesmente clausula,
¢ um par ordenado de subconjuntos de V' disjuntos, um dos quais pelo
menos nao é vazio. Se C é uma clausula, denotamos o primeiro compo-
nente de C por ' e o segundo por Cy. Em terminologia tradicional, C
é o conjunto das variaveis “complementadas” e C é o conjunto das varia-
veis “nao-complementadas”. O nimero de variaveis em uma clausula

C é|Cy] + |Cy).

2 Y7 é uma variavel aleatoria. Denotando por (€',P') o espaco de probabilidade
de X7, o espago no qual Y7 esta definida é o produto (', P') x --- x (@', P') de k
copias de (', P").

> (alphateps)*opt €

pequena: <= beta”""k
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Uma valoragao das varidveis de V' é um vetor z indexado por V
com valores em {0,1}. Uma valoracio z satisfaz uma clausula C se
zy = 1 para algum v em C] ou z, = 0 para algum v em Cj.

Vejamos um exemplo. Suponha que V = {a,b,c,d} e sejam C, D
e E as clausulas ({a,d},{b}), ({c},{a,b}) e (0,{b,c,d}). Na notacio
tradicional, a colecdo {C, D, E} seria denotada por {a V dV b,cV aV b,
bVEVd}.

O problema da satisfatibilidade maxima (mazimum satisfiabi-
lity problem), denotado pela sigla MAXSAT, consiste no seguinte:

Problema MAXSAT (V,€): Dada uma colecao C de clausulas
sobre um conjunto V' de variaveis, encontrar uma valoragao = de
V' que satisfaca o maior niimero possivel de clausulas de C.

O problema é NP-dificil mesmo quando cada cldusula em € tem duas

variaveis [GJ79]. S~ [Oproblema2SAT de deciséo & polinomial, mas o
problema de maximizagdo Max2SAT é NP-Dificil

Algoritmo de Johnson

Eis um algoritmo probabilistico para o problema MAXSAT. O algo-
ritmo é atribuido a Johnson [Joh74]. Ele é tao simples que ignora C:

Algoritmo MAXSAT-JOHNSON (V')

1 para cada v em V faca

2 Ty ¢ RAND (3) <«— Verdadeiro, com

3 devolva z

probabilidade 1/2

No algoritmo acima, o nimero de chamadas a RAND e o consumo
de tempo das demais operagoes ¢ O(|V]). Seja X a variavel aleatoria
cujo valor é o nimero de clausulas de € satisfeitas por uma valoragao
produzida por MAXSAT-JOHNSON (V). O espago de probabilidade de
Xe € o espago produto (©,P) x -+ x (2,P), onde (92, P) aparece |V
vezes no produto, € é o conjunto {0,1} e P é a medida de probabilidade
sobre  dada por P(1) = P(0) = 1.

Teorema 6.1: Se (V,C) é uma instancia do problema MAXSAT
na qual cada cldusula tem pelo menos k varidveis e Xe é a variavel
aleatéria acima definida, entao

BXe] > (1- ) opt(V;€).

Xe
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Demonstracao: Para cada clausula C, defina uma variavel aleatoria
Z¢ da seguinte maneira: Z¢ := 1 se a valoracao produzida pelo algorit-
mo satisfaz C e Z¢ := 0 em caso contrario. Como C' tem pelo menos
k variaveis e no algoritmo %, é 0 com probabilidade 1/2, a probabili-
dade do evento [Z¢=0] ¢ no maximo 1/2* e a probabilidade do evento
[Zc=1] & pelo menos 1—1/2F. Portanto, como X¢ & a soma das variaveis

aleatoérias Z¢, Seria melhor sem Clausulas de tamanho 1.
Melhoria: assumir que ndo ha duas
1 clausulas de tam. 1 com X e seu complem.
E[Xe] = ED o Zc] = Y ¢ ElZc] > (1 - 2—k)|e| rSe um literal esta numa clusula de tam. 1,
atribuaVV.com prob. h>1/2. Para demais
\varidveis atribua V. com prob. h>1/2.

e concluimos a prova do teorema, ja que opt(V,€C) < |€|. O

Como todas as clausulas em € tém pelo menos uma varidvel, pode-
mos aplicar o teorema acima a (V,C€) com k£ = 1 e concluir ¢ seguinte

resultado. Clausula C qualquer. Setam. 1,
J prob. ser V éh. Setam. k>1, aprob.
Teorema 6.2: O algoritmo MAXSAT-JOHNSON é uma 0,5- |deserV él-probdeserF, queé
. - o . . 1-prob. de todos seus literais F.
aproximacgao probabilistica polinomial para o M AXSAT. Como h>1-h, essa prob. & >= 1-h"k
>=1-h"2.

. . . 'Tomando h tal que h=1-h"2, temos:
Algoritmo do arredondamento probabilistico h=1-n2=0,618

Descrevemos a seguir um algoritmo de aproximacgao para o proble-
ma MAXSAT que envolve o “arredondamento probabilistico” (randomized
rounding) de uma solu¢ao 6tima de um programa linear. O arredon-

damento probabilistico de um numero p do intervalo aberto (0,1)

consiste em arredondar p “para cima” com probabilidade p e “para bai- Relaxacao de um modelo

de Programacdo Inteira

x0” com probabilidade 1 — p. exato para MaxSAT
Considere o seguinte problema de programagao linear: dada uma
colecao € de clausulas sobre um conjunto V', encontrar um par (z,z) de /
Maximizar o nUmerode  vetores, com z indexado por V e z indexado por G, que 7z C=1(clausulasatisfeita)
clausulas satisfeitas \ o z C=0(clausulando sat.)
maximize ) cce 2o Xx_v =1 (variavel com valor V)
sob as restricoes X_v =0 (variavel com valor F)

1
Seadauwsiaésdisiata| 7 Soecy (L= m) + Syeq, @0 2 7 paracada Ceme, (61

>
a soma dos valores de 0 < 2, <1 paracadaCemC,
seus literaisé>=1 0 < z, <1 paracadavemV.

Note a seguinte relagdo entre este programa linear e o problema MAXSAT.
Suponha que temos uma solucao 6tima z* do MAXSAT (V, €). Para cada
clausula C em €, faca 2z := 1 se z* satisfaz C e z5 = 0 em caso
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contrario. E claro entdo que o par (z*,z*) é uma solugio viavel de (6.1)
e o valor dessa solucao é igual ao numero de clausulas de C satisfeitas
por z*. Portanto, o programa linear (6.1) é uma relaxagao do problema
MAXSAT (V,C) e

Sendo uma relaxagdo, sem aw Yooz > opt(V,0), (6.2)
restricdo de valoresinteiros,
0 valor retornado seramaior| para qualquer solucio 6tima (£, 2) de (6.1).

O seguinte algoritmo de arredondamento probabilistico, desenvolvido
por Goemans e Williamson [GW94], é um algoritmo de aproximacao para
0o MAXSAT.

. Obtido da Programacéo
Algoritmo MAXSAT-GW (V, €) /Linear, com valores racionais

1 seja (#,%) uma solugdo 6tima racional de (6.1)

para cada v em V faca

2
3 &y < RAND (Z,)
4 devolva % Merdadei ro, com probabilidade x_v

O algoritmo acima pode ser implementado de modo que a execugao
da linha 1 consuma tempo limitado por um polinémio em |V| e |C|,
e produza uma solugao Otima racional (z,Z) com o tamanho de & e 2
limitados por um polindémio em |V| e |€| (fato C.4, apéndice C). Como,
alem disso, o nimero de chamadas a RAND é |V, o algoritmo MaxSat-
GW é um algoritmo probabilistico polinomial.

Teorema 6.3: Se (V,C) é uma instancia do problema MAXSAT
na qual cada clausula tem no méximo k variaveis, com k > 1,
e Xe é a varidvel aleatéria® cujo valor é o nimero de clausu-

/ las de @ satisfeitas por uma valoragao produzida pelo algoritmo
MAXSAT-GW (V, @), entdo

No méximo k (ao invés
de pelo menos k)

BlXe] > (1-(1- 1)) opt(V,€).

Demonstracao: Para cada clausula C, defina Zc da maneira usual:
Zc vale 1 se a valoracao produzida pelo algoritmo satisfaz C e 0 em caso
contrario. A probabilidade de que Z¢ seja 0 é o produto de termos da
forma %, para v em Cy, e (1 — Z,), para v em C;. Se t é o nimero de

® O espago de probabilidade & (Q,P1) x -+ X (9, P}y|), onde Q = {0,1} e P; &
dado por P;(1) = &; e P;(0) = 1 — &; para cada i em V.
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variaveis de C entao t > 1 e J

\

Pr(Zc=1] = 1—[lyec, &vllpec, (1 — 20)
> 1—((t—20)/t) (6.3)
= 1—(1—z2¢/t)
> (1-(1-1/)")2¢ (6.4)
> (1-(1-1/k)"ic.

Para justificar (6.3), note que a média geométrica de ntmeros nao-
negativos nao ultrapassa a sua média aritmética. Disso temos que

Moecy 2o llvec, (L=30) < (Zoecy &0+ Doee, (1= #))/1)
= (= Toeco (1= 20) = Lye, &0)/8)
((t = 2¢0)/t)" . —{Vem darestricio do modelo

IA

Para verificar (6.4), considere a fungao f(z) := 1 — (1 — z/t)!. Observe
que f é concava no intervalo fechado [0, 1], pois f'(z) > 0 e f"(2) <0
nesse intervalo. Entdo, como f(0) = 0, temos que f(z) > z f(1), que se
traduz em (6.4). Finalmente, (6.5) vale pois (1 — 1/t)! ¢ crescente para
t > 1 e, por hipotese, t < k.

Podemos agora calcular o valor esperado de Xe:

Linearidade da esperanca: a esperanca

EXe] = ED.oZc] < da soma € a soma das esperancas
= Y.cE[Zc] . - —
PoisZ_C éumav.a. indicadora (0-1
= ZC PI‘[ZC:]_] /—| = ( ) |
> Yol - (1-1/k)")z | _
> (1-(1- 1/k)k)0pt(v, e), Pois a solucéo do modelo relaxado

€@ maior ou igual ao original

onde a ultima desigualdade segue de (6.2). O

Como (1 — 1/k)* é ndo passa de 1/e para todo k > 1, onde e ¢ a
base dos logaritmos naturais, temos que (1 — 1/k)* < 1/e < 0,37. Desse
fato, e do teorema anterior, é imediato o seguinte resultado.

Teorema 6.4: O algoritmo MAXSAT-GW é uma 0,63-aproxi-
macao probabilistica polinomial para o MAXSAT. O

Algoritmo combinado

O teorema 6.1 permite deduzir uma razao de aproximacao melhor do
algoritmo MAXSAT-JOHNSON quando todas as clausulas tém pelo menos

| Razbes de aproximacgéo |

\Valor dek | 1 | 2 | 3 | 4
MaxSat-Johnson | /2 | 3/4 | 7/8 =0,875 | 0.94 |
MaxSat-GW | 1 | 3/4[19/27=0,7 | 0.68 |



rudin
Balão de comentário
1 menos a probabilidade de ser falsa

rudin
Balão de comentário
literais negativos devem ser V

rudin
Balão de comentário
literais positivos devem ser F

rudin
Destacar

rudin
Balão de comentário
t = C_0 + C_1

rudin
Balão de comentário
Vem da restrição do modelo

rudin
Destacar

rudin
Balão de comentário
Linearidade da esperança: a esperança da soma é a soma das esperanças

rudin
Balão de comentário
Pois Z_C é uma v.a. indicadora (0-1)

rudin
Balão de comentário
Pois a solução do modelo relaxado é maior ou igual ao original

rudin
Destacar

rudin
Balão de comentário
                            |           Razões de aproximação             |

---------------------------------------------------------------------        

Valor de k           |    1    |    2   |            3            |      4       |

MaxSat-Johnson |  1/2   |  3/4  |    7/8  = 0,875   |   0.94    |

MaxSat-GW       |    1    |   3/4  | 19/27 = 0,7      |    0.68    |
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duas variaveis. Ja para o algoritmo MAXSAT-GW obtém-se resultados
melhores quando as clausulas tém no méximo duas varidveis, pelo te-
orema 6.3. Parece razoavel, portanto, combinar os dois algoritmos. O
algoritmo abaixo deve-se a Goemans e Williamson [GW94] também.

Algoritmo MAXSAT-COMBINADO-GW (V €)
& <— MAXSAT-JOHNSON (V)
Z < MAXSAT-GW (V, €)
seja § o namero de clausulas de C satisfeitas por &

ses$>3§

1
2
3
4  seja 5 o nimero de clausulas de C satisfeitas por z
5
6 ent3o devolva &

7

sendo devolva

Teorema 6.5: O algoritmo MAXSAT-COMBINADO-GW é uma
0,75-aproximacao probabilistica polinomial para o MAXSAT.

Demonstracao: Seja Ci a colecdo das cldusulas de € que tém exata-
mente k varidveis. Sejam Xpe, Xe e Xe varidveis aleatorias cujos valo- ; oual
res sao o nimero de clausulas de € satisfeitas por uma valoracao pro- mgd(i)zlou Igual a

poiS 0 maximo é

duzida por MAXSAT-COMBINADO-GW (V, €), MAXSAT-JOHNSON (V)
e MAXSAT-GW (V, @), respectivamente. Note que Xe > %(X@ + Xe). <—4
Se refizermos as partes apropriadas das demonstragoes dos teoremas 6.1

e 6.3 temos

E[Xe] > E[j(Xe+ Xe)]
= L(E[X¢] + E[Xe))
IAnalisar atabela anterior| 2 3% Yeee, (=27 + (1 -1 =FH0)
> %Zk >cee, (1— 27F 1 - (1 -k k)5
— > 3% Ycee, 5 A (6.6)
> %opt(V, C). (6.7)

onde a desigualdade (6.6) pode ser concluida analisando-se os casos
k=1,k=2ek >3e (6.7) vale em virtude de (6.2). O

6.2 Desaleatorizacao

Em muitos casos, é possivel converter um algoritmo de aproxima-
¢ao probabilistico em um deterministico com uma razao de aproximacao
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igual & razao esperada do algoritmo probabilistico. Isso pode ser fei-
to através do método das esperangas condicionais [AS92, ES74, Spe87].
Para aplicé-lo, precisamos saber calcular eficientemente certas esperan-
cas condicionais, que dependem do problema em foco. E esse o cerne
do processo de desaleatorizagdo de um algoritmo probabilistico por es-
se método. Ilustramos o método aplicando-o ao algoritmo MAXSAT-
JOHNSON. Obtemos como resultado a seguinte 0,5-aproximacao polino-
mial deterministica, que utiliza um procedimento EsPCOND, detalhado
posteriormente.

Algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO (V, C)

1 D«+¢C

2 para cada v em V faca

3 se ESPCOND (v,1,D) > EspCOND (v,0, D)

4 entdo o, + 1

5 para cada C em D faca

6 sev € Cy Z fen 2 ;

. s D D\ (C) /—{Clausulac satisfeita por v é removida |
8 sendo Cj « Cp \ {v} <—V éremovido de C, pois ndo pode satisfazé-1a|
9 sendo z, < 0
10 para cada C em C faca
11 se v € ()
12 entdo D + D\ {C}
13 sendo C; « Cy \ {v}
14 devolva %

No algoritmo acima, D é um multiconjunto (um conjunto em que ca-
da elemento aparece com uma certa multiplicidade). No inicio de cada
iteracdo, D contém, além de pares {(}, )}, que chamaremos de pseudo-
clausulas, apenas as clausulas de € que a “valoragao parcial” £ do algo-
ritmo ainda ndo satisfez. Ademais, de cada clausula de € em D, foram
eliminadas as variaveis cujos valores & ja fixou.

O procedimento auxiliar ESPCOND recebe uma variavel v, um ele-
mento ¢ de {0, 1} e um multiconjunto D de clausulas e pseudo-clausulas.
Seja X a variavel aleatoria cujo valor &€ o nimero de clausulas em D, le-
vando em conta a multiplicidade, satisfeitas por uma valoragao produzida
pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON (V). Se 2 = 1 entao o procedimento
devolve o valor esperado de X¢ sob a condicao que #,=1 no algoritmo
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MAXSAT-JOHNSON. Este valor esperado é denotado por E[Xp|E,=1].
Se i = 0 entao o procedimento devolve E[Xp|#,=0], que é definido de
maneira analoga.

Procedimento EspConD (v, i, D) \Cal culaa Esperanga do niimero de
esp 0 clausul as satisfeitas, condicionado al
variavel v ter valor i=0 ou i=1

1

2 para cada C em D faca

3 k<« |C1| 4+ |Cy|

4 sev € Cj

5) entdo esp < esp + 1
6 sendose v € C1_;

7 entdo esp + esp + (1 — 27F+1)
8 sendo esp « esp + (1 —27F)

9 devolva esp

Teorema 6.6: O algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATO-
RIZADO ¢é uma 0,5-aproximacao polinomial para o MAXSAT.

Demonstracao: Seja Xe a varidvel aleatoria cujo valor é o ntmero
de clausulas em C satisfeitas por uma valoracao produzida pelo algorit-
mo MAXSAT-JOHNSON (V). Como, no algoritmo MAXSAT-JOHNSON,
%, = 1 com probabilidade 1/2 e &, = 0 com probabilidade 1/2, te- . A
mos que E[X¢]| = $E[X¢|i,=1] + $E[X¢|2,=0] ,‘%disso concluimos que Errnn g/loa)égadﬁ%vgﬁtz
E[Xe] ndo ultrapassa o maior entre as duas esperangas condicionais,
E[Xe¢|zy=1] e E[Xe|%,=0]. Logo, E[Xe]| < E[X¢|Zy,], onde o ultimo
termo denota o valor esperado de Xp sob a condigdo que, no algorit-
mo MAXSAT-JOHNSON, atribua-se a #,, o mesmo valor atribuido no
Pois fornos escolhendo algoritmo. MAXSAT—JOHNéON—].:)ESALEATORIZADO.- Umz_x vez ﬁxac.lo 0
as maiores esperancas valor de Z,,, o mesmo raciocinio vale para as demais varidveis e, disso,

condicionais concluimos que |X = (x_V) * E[X [v=1] + (I-X_V)*E[X [v=0] |

% E[Xe] < E[X¢|Zy, ]| < E[Xe|Ty,, Zy,] < ... <E[Xe|Ey,,. .- T0,] -

O dltimo termo é o niimero de clausulas de € satisfeitas pela valoracao &
produzida pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO. Esse
namero é pelo menos 0,50pt(V, C), pois E[Xe] > 0,50pt(V, C).

Quanto ao tempo de execugdao do algoritmo, basta observar que o
procedimento ESPCOND (v,4,D) consome tempo O(|V|). Disso, é fa-
cil concluir que o algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO €
polinomial. O
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Calcula a Esperança do número de cláusulas satisfeitas, condicionado a variável v ter valor i=0 ou i=1
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X = (x_v) * E[X | v=1]  +  (1-x_v)*E[X | v=0]
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Em MaxSat-GW, é um pouco diferente
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E um pouco surpreendente que desaleatorizacdes produzam, mesmo
sem levar em conta como as varidveis aleatoérias se distribuem em torno do
valor esperado, um algoritmo com razao de aproximacao igual & razao
esperada do algoritmo probabilistico. No caso do algoritmo acima, o
procedimento para o cédlculo das esperancas condicionadas é bem simples.
Em outros problemas, esses calculos podem ser bastante complicados,
inviabilizando o processo de desaleatorizacao.

6.3 Geradores de niimeros aleatorios

Uma maneira mais geral de definir algoritmos probabilisticos parte
de um gerador de nimeros aleatérios no intervalo [0,1). Nessa defini-
¢ao alternativa, substitui-se o algoritmo RAND por um algoritmo ideal
RANDUNI que devolve um niimero real aleatério com distribui¢ao uni-
forme no intervalo [0,1) (apéndice D). Existem implementagoes aproxi-
madas desse algoritmo RAND [Knu98|.

Os conceitos introduzidos no inicio deste capitulo (algoritmo de apro-
ximagao probabilistico, algoritmo probabilistico polinomial, etc.) podem
ser naturalmente adaptados a esta outra defini¢do. Em particular, os al-
goritmos vistos neste capitulo sao probabilisticos polinomiais também de
acordo com esta nova defini¢ao, pois é facil implementar RAND(p) com
uma chamada a RANDUNI: o algoritmo RAND devolve 1 se o niimero
devolvido por RANDUNTI for menor que p e devolve 0 em caso contrario.

Por outro lado, ndo se sabe, em geral, converter um algoritmo que
chama RANDUNI um ntmero polinomial de vezes em um que chama
RAND um ntmero polinomial de vezes. Por isso é razoavel dizer que esta
nova defini¢do é uma generalizagdo da original. A desvantagem da nova
definicao é que ela requer manipulacao niimeros reais.

Exercicios

6.1 Considere o seguinte algoritmo para o MAXSAT (V, €).

Algoritmo MAXSAT-CARACOROA (V)
1 b+« RaND(3)

2 paracadavemV faca &, < b

3 devolva &

Mostre que o algoritmo acima é uma 0,5-aproximagao probabilistica
polinomial para 0 MAXSAT.

- Sgja C uma cldusula qualquer. Qual a probabilidade de C ser verdadeira?
- Se C possui literais todos positivos (ndo complementados), entdo a
probabilidade de todos serem verdadeiros é 1/2.

- Se C possui literais todos negativos (complementados), entdo a
probabilidade de todos serem falsos é 1/2.

- Se C possui literais positivos e negativos, ent&o a probabilidade de C ser
verdadeiraé 1.

- Portanto, qualquer cldusulatem pelo menos 1/2 de probabilidade de ser
\verdadeira, e o nimero de cléusulas satisfeitas € em média metade do total
de clausulas. Essa nimero esperado € maior ou igual a metade do 6timo
(nimero maximo de clausulas satisfeitas).
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 - Seja C uma cláusula qualquer. Qual a probabilidade de C ser verdadeira?

 - Se C possui literais todos positivos (não complementados), então a probabilidade de todos serem verdadeiros é 1/2.

 - Se C possui literais todos negativos (complementados), então a probabilidade de todos serem falsos é 1/2.

 - Se C possui literais positivos e negativos, então a probabilidade de C ser verdadeira é 1.

 - Portanto, qualquer cláusula tem pelo menos 1/2 de probabilidade de ser verdadeira, e o número de cláusulas satisfeitas é em média metade do total de cláusulas. Essa número esperado é maior ou igual a metade do ótimo (número máximo de cláusulas satisfeitas).




\Vamos criar um conjunto A aleatoriamente. Para cada vérticev de G,
coloque v em A com probabilidade 1/2. SgjaB = V(G)-A. Vamos analisar
0 peso do corte (A,B) de G.

Cada aresta (u,v) tem 1/2 de probabilidade de estar entre A e B:
uemA evemB --->prob. 1/4
uemB evemA --->prob. 1/4

O peso esperado do corte (A,B) € metade do peso total das arestas.
Esse peso esperado € maior ou igual a metade do peso do corte méximo.
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6.2

6.3

6.4

ﬁ 6.5

E possivel também obter um algoritmo
M axSat-Combinado-GW-Desal eatorizado
com fator de aprox 3/4 deterministico

6.6

6.7

A

Inspire-se no algoritmo MAXSAT-JOHNSON e projete uma 0,5-apro-
ximagao probabilistica polinomial para o problema do corte ma-
ximo:

Problema MAXCuUT (G,w): Dado um grafo G e um peso
we em Qs para cada aresta e de G, encontrar um corte R
que maximize w(R).

Apresente uma versao desaleatorizada do seu algoritmo.

Projete uma 0,5-aproximacao probabilistica polinomial para a se-
guinte variante do MAXCUT (exercicio 6.2), que denotamos por
MAaxkCuUT: dados um grafo G, um peso w, em Qs para cada ares-
ta e e um inteiro £ > 2, determinar uma particao de Vi em k partes
que maximize a soma do peso das arestas com extremos em partes
distintas da particao.

Projete uma 0,5-aproximacao probabilistica polinomial para o pro-
blema da cobertura méaxima (exercicio 2.4). Mostre que a versao
desaleatorizada deste algoritmo é exatamente o algoritmo guloso
sugerido no exercicio 2.4.

Escreva uma versao desaleatorizada do algoritmo MAXSAT-GW.
Apresente-a da forma mais simples que puder omitindo, se possivel,
todos os vestigios “probabilisticos” do algoritmo original. Prove,
sem usar argumentos probabilisticos, que o algoritmo obtido é uma
0,63-aproximagao para MAXSAT.

Considere o seguinte algoritmo probabilistico para o0 MAXSAT:

Algoritmo MAXSAT-COMBINADO-PROBABILISTICO (V, C)
1 b+« RaND(3)

2 seb=0

3 entdo & + MAXSAT-JOHNSON (V)

4 sendo & <~ MAXSAT-GW (V, C)

5 devolva &

Prove que esse algoritmo é uma 0,5-aproximagao probabilistica po-
linomial para o MAXSAT. Escreva e comente a versao desaleatori-
zada deste algoritmo. O que muda se alterarmos o % da linha 1 do
algoritmo para um outro valor no intervalo (0,1)?

Considere a seguinte versao ponderada do MAXSAT. Além do con-
junto V e da colecao € de clausulas sobre V', é dado também um
peso wc em Q5 para cada clausula C' em €; o problema consiste em
encontrar uma valora¢ao que maximize a soma dos pesos das clau-
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É possível também obter um algoritmo MaxSat-Combinado-GW-Desaleatorizado com fator de aprox 3/4 determinístico
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Vamos criar um conjunto A aleatoriamente. Para cada vértice v de G, coloque v em A com probabilidade 1/2. Seja B = V(G)-A. Vamos analisar o peso do corte (A,B) de G.



Cada aresta (u,v) tem 1/2 de probabilidade de estar entre A e B:

      u em A e v em B ---> prob. 1/4

      u em B e v em A ---> prob. 1/4



O peso esperado do corte (A,B) é metade do peso total das arestas.

Esse peso esperado é maior ou igual à metade do peso do corte máximo.

rudin
Destacar


E possivel obter instancias que se aproximam do fator 2 de aproximag&o esperado.

Instancialimite:  ntarefasdetempon e (n+l)n"2tarefasdetempol em
Otimo: tempo n em cada méquina.

Ordem aleatéria:  Sorteia uniformemente nimero em [0,1] para cada tarefa.
A ordem desses nimeros determina a ordem das tarefas.

Ideia  Order Statistics: NUmero esperado da Ultima tarefa grande n/(n+1)

4 IAlgoritmo Escalonamento-Graham: tempo n + n*3/(n(n+2)) ---> 2n=2* opt

O agoritmo Graham-al eatério é 2-aproximativo, pois Escalonamento-Graham é 2-aproximativo.

n(n+2) maquinas.

Aproximadamente (n/(n+1)) * (n+1)n"2 = n"3 tarefas pequenas antes da Ultima tarefa grande.

(ver slides da disciplina)

sulas satisfeitas. Modifique os trés algoritmos apresentados neste
capitulo, bem como suas andlises, para o MAXSAT ponderado. Que
razdo de aproximacao tem cada um dos algoritmos modificados?

6.8 Considere o seguinte algoritmo para o ESCALONAMENTO (se-
¢ao 2.1): escolha aleatoriamente a proxima tarefa a ser escalonada
e aplique o critério de Graham. Estime o valor esperado da solugao
assim obtida.

Notas bibliograficas

A discussao do algoritmo MAXSAT-GW é um resumo de um arti-
go de Goemans e Williamson [GW94|; resumos semelhantes aparecem
no livro de Motwani e Raghavan [MR95b] e no livro editado por Hoch-
baum [Hoc97]. Os exercicios 6.1, 6.3 e 6.4 foram extraidos do livro de
Vazirani [Vaz01].

O livro de Motwani e Raghavan [MR95b] é um texto abrangente
sobre algoritmos probabilisticos, com muitos exercicios e problemas de
pesquisa.

O algoritmo MAXSAT-JOHNSON é atribuido a Johnson [Joh74|, em-
bora este tenha escrito a versdo ndo-probabilistica do algoritmo. A pri-
meira 0,75-aproximacao polinomial para o MAXSAT deve-se a Yannaka-
kis [Yan94|. Zwick [Zwi99] projetou um algoritmo de aproximacdo para
um caso particular do MAXSAT e conjecturou, baseando-se em experi-
mentos niamericos, que seu algoritmo é uma 0,797-aproximagado para o
problema. Recentemente, Asano e Williamson [AW00] projetaram uma
0,784-aproximagao, combinando varios algoritmos conhecidos para o pro-
blema [GW94, FG95, KZ97]. No momento, esse é o melhor algoritmo
de aproximagao conhecido para o MAXSAT. Utilizando o algoritmo de
Zwick [Zwi99], Asano e Williamson obtém uma 0,833-aproximacao para
0 MAXSAT, desde que a conjectura de Zwick seja confirmada.

A técnica de arredondamento probabilistico foi introduzida por
Raghavan e Thompson [RT87, Rag88] e vem sendo aplicada com bas-
tante sucesso a varios problemas [BTV99, CKR00, Fei99, JV00].

O método das esperancas condicionais aparece implicitamente em um
artigo de Erdds e Selfridge [ES73|. A conexao com algoritmos polinomiais
deterministicos foi feita por Spencer [Spe87|.

Uma outra técnica bem sucedida de desaleatorizacao de algorit-

mos probabilisticos foi desenvolvida por Luby [Lub86| e por Alon et
al. [ABI86]. Uma sucessdao de chamadas ao algoritmo RAND produz
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O algoritmo Graham-aleatório é 2-aproximativo, pois Escalonamento-Graham é 2-aproximativo.



É possível obter instâncias que se aproximam do fator 2 de aproximação esperado.



Instância limite:     n tarefas de tempo n     e     (n+1)n^2 tarefas de tempo 1     em     n(n+2) máquinas. 

Ótimo:                   tempo n em cada máquina.



Ordem aleatória:   Sorteia uniformemente número em [0,1] para cada tarefa.

                              A ordem desses números determina a ordem das tarefas.



Ideia:    Order Statistics: Número esperado da última tarefa grande n/(n+1)

             Aproximadamente (n/(n+1)) * (n+1)n^2  =  n^3 tarefas pequenas antes da última tarefa grande.



Algoritmo Escalonamento-Graham:  tempo n  +  n^3/(n(n+2)) --->  2n = 2 * opt

                                                                                                                                  (ver slides da disciplina)
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uma seqiiéncia de bits aleatérios. Podemos imaginar entdo que, além
dos dados do problema, um algoritmo probabilistico recebe uma seqiién-
cia de bits aleatérios, de comprimento conveniente. Freqlientemente,
basta que os bits nessa seqiiéncia sejam k-mutuamente independentes.

Para explicar este conceito, denote por by, ..., b, os bits produzidos por
n chamadas de RAND. Dizemos que by,...,b, s@o k-mutuamente in-
dependentes se, para qualquer subseqiiéncia b;, ,...,b;, de bi,..., by, a

probabilidade de que b;,,...,b;, coincida com qualquer das 2F seqiiénci-
as de k bits ¢ 2%, Enquanto independéncia plena requer um espaco de
probabilidade composto de 2" vetores binéarios, pode-se construir espacos
de probabilidade com n¥/2 vetores binarios cujos bits sdo k-mutuamente
independentes. Se k é constante, um algoritmo probabilistico pode ser
desaleatorizado da seguinte forma: executa-se o algoritmo para cada
um dos vetores neste espaco de probabilidade e devolve-se a melhor das
solugoes produzidas. Isso resulta em um algoritmo polinomial, determi-
nistico, e com razao de aproximagcao igual & razao esperada do algoritmo
probabilistico original. Para saber mais sobre isso, veja o artigo de Chor
e Goldreich [CG89], bem como o relatorio técnico de Luby e Wigder-
son [LW95].

A respeito de geradores de numeros pseudo-aleatorios, veja os livros
de Johnson [Joh87|, Devroye [Dev86] e Knuth [Knu98|. Knuth descreve
implementagoes aproximadas do algoritmo RANDUNI que fornecem ni-
meros pseudo-aleatérios satisfatorios em tempo probabilistico constante:
o tempo esperado de execucdo de tais implementagoes é limitado por
uma constante.
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