
Capítulo 6Algoritmos ProbabilístiosNeste apítulo vamos supor que temos à nossa disposição um gera-dor de bits aleatórios (random bits generator), ou seja, um algoritmoideal Rand que reebe um número raional � no intervalo fehado [0; 1℄, Randdevolve 1 om probabilidade � e 0 om probabilidade 1 � �. Existemimplementações aproximadas do algoritmo Rand (veja Knuth [Knu98℄).Um algoritmo que utiliza Rand é hamado de probabilístio (ran-domized). O omportamento de um algoritmo probabilístio dependenão apenas da instânia do problema mas também dos números devolvi-dos por Rand. Dizemos que um algoritmo probabilístio é polinomialse existe um polin�mio p tal que, para toda instânia I do problema,o número de hamadas ao algoritmo Rand e o onsumo de tempo dasdemais operações são limitados por p(hIi).Vamos generalizar a de�nição de algoritmos de aproximação (se-ção 1.2) para englobar algoritmos probabilístios. Considere um algo-ritmo probabilístio A para um problema de otimização. Para qualquerinstânia I do problema, seja XI a variável aleatória (apêndie D) ujovalor é o valor da solução produzida por A para esta instânia1. Di-zemos que A é uma �-aproximação probabilístia para o problemaem questão se E[XI ℄ � � opt(I) no aso de problema de maximizaçãoe E[XI ℄ � � opt(I) no aso de problema de minimização. No presenteapítulo, � é um número que não depende de I, embora em geral � possa1 Os algoritmos abordados neste apítulo, para ada instânia do problema, provo-am um número �xo t de hamadas de Rand, que não depende dos valores devolvidospor Rand, sendo que a i-ésima hamada de Rand tem omo parâmetro sempre ummesmo número, digamos �i. Denotando por 
 o onjunto f0; 1g, seja Pi a medida deprobabilidade sobre 
 dada por Pi(1) = �i e Pi(0) = 1��i. O espaço de probabilidadeno qual XI está de�nida neste aso é o espaço produto (
;P1)� � � � � (
;Pt).63
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64 Algoritmos Probabilístiosser uma função de I. Dizemos que � é uma razão de aproximaçãoesperada de A.Vamos mostrar que, em ertas ondições, uma �-aproximação pro-babilístia A pode ser usada para produzir, om alta probabilidade, so-luções aproximadas do problema. Suponha que o problema é de minimi-zação e que a variável aleatória XI não assume valores negativos (esseé o aso na grande maioria dos problemas ombinatórios). Para ada "positivo, a desigualdade de Markov (lema D.1, apêndie D) garante quePr[XI � (�+ ")opt(I)℄ � E[XI ℄(�+")opt(I) � � opt(I)(�+")opt(I) = ��+" :Para um dado � no intervalo aberto (0; 1), seja k := dlog� �e, onde� = ��+" . Suponha que A é apliado k vezes à instânia I e esolhao resultado de menor valor. Se YI é esse menor valor2, então Pr[YI �(� + ")opt(I)℄ � �. Para � pequeno, este esquema produz, portanto,om probabilidade alta (pelo menos 1��), uma solução viável om valormenor que (�+ ")opt(I).O mesmo raioínio pode ser apliado a problemas de maximização,desde que se onheça uma delimitação superior para o valor ótimo doproblema.6.1 Satisfatibilidade máximaVamos usar o problema da satisfatibilidade máxima para exempli-�ar algoritmos probabilístios. Para de�nir o problema, preisamosintroduzir alguma notação.Suponha dado um onjunto �nito V de objetos que hamamos va-riáveis. Uma láusula booleana sobre V , ou simplesmente láusula,é um par ordenado de subonjuntos de V disjuntos, um dos quais pelomenos não é vazio. Se C é uma láusula, denotamos o primeiro ompo-nente de C por C1 e o segundo por C0. Em terminologia tradiional, C0é o onjunto das variáveis �omplementadas� e C1 é o onjunto das variá-veis �não-omplementadas�. O número de variáveis em uma láusulaC é jC1j+ jC0j.2 YI é uma variável aleatória. Denotando por (
0;P0) o espaço de probabilidadede XI , o espaço no qual YI está de�nida é o produto (
0;P0) � � � � � (
0;P 0) de kópias de (
0;P0).

rudin
Destacar

rudin
Destacar

rudin
Balão de comentário
A probabilidade das k aplicações serem  > (alpha+eps)*opt é pequena: <= beta ^k



6.1 Satisfatibilidade máxima 65Uma valoração das variáveis de V é um vetor x indexado por Vom valores em f0; 1g. Uma valoração x satisfaz uma láusula C sexv = 1 para algum v em C1 ou xv = 0 para algum v em C0.Vejamos um exemplo. Suponha que V = fa; b; ; dg e sejam C, De E as láusulas (fa; dg; fbg), (fg; fa; bg) e (;; fb; ; dg). Na notaçãotradiional, a oleção fC;D;Eg seria denotada por fa _ d _ �b;  _ �a _ �b;�b _ � _ �dg.O problema da satisfatibilidade máxima (maximum satis�abi-lity problem), denotado pela sigla MaxSat, onsiste no seguinte:Problema MaxSat (V;C): Dada uma oleção C de láusulassobre um onjunto V de variáveis, enontrar uma valoração x deV que satisfaça o maior número possível de láusulas de C.O problema é NP-difíil mesmo quando ada láusula em C tem duasvariáveis [GJ79℄.Algoritmo de JohnsonEis um algoritmo probabilístio para o problema MaxSat. O algo-ritmo é atribuído a Johnson [Joh74℄. Ele é tão simples que ignora C:Algoritmo MaxSat-Johnson (V )1 para ada v em V faça2 _xv  Rand (12 )3 devolva _xNo algoritmo aima, o número de hamadas a Rand e o onsumode tempo das demais operações é O(jV j). Seja XC a variável aleatória XCujo valor é o número de láusulas de C satisfeitas por uma valoraçãoproduzida por MaxSat-Johnson (V ). O espaço de probabilidade deXC é o espaço produto (
;P) � � � � � (
;P), onde (
;P) aparee jV jvezes no produto, 
 é o onjunto f0; 1g e P é a medida de probabilidadesobre 
 dada por P(1) = P(0) = 12 .Teorema 6.1 : Se (V;C) é uma instânia do problema MaxSatna qual ada láusula tem pelo menos k variáveis eXC é a variávelaleatória aima de�nida, entãoE[XC℄ � �1� 12k� opt(V;C) :
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66 Algoritmos ProbabilístiosDemonstração: Para ada láusula C, de�na uma variável aleatóriaZC da seguinte maneira: ZC := 1 se a valoração produzida pelo algorit-mo satisfaz C e ZC := 0 em aso ontrário. Como C tem pelo menosk variáveis e no algoritmo _xv é 0 om probabilidade 1=2, a probabili-dade do evento [ZC=0℄ é no máximo 1=2k e a probabilidade do evento[ZC=1℄ é pelo menos 1�1=2k. Portanto, omo XC é a soma das variáveisaleatórias ZC ,E[XC℄ = E[PC ZC ℄ = PC E[ZC ℄ � (1� 12k )jCje onluímos a prova do teorema, já que opt(V;C) � jCj. 2Como todas as láusulas em C têm pelo menos uma variável, pode-mos apliar o teorema aima a (V;C) om k = 1 e onluir o seguinteresultado.Teorema 6.2 : O algoritmo MaxSat-Johnson é uma 0;5-aproximação probabilístia polinomial para o MaxSat.Algoritmo do arredondamento probabilístioDesrevemos a seguir um algoritmo de aproximação para o proble-maMaxSat que envolve o �arredondamento probabilístio� (randomizedrounding) de uma solução ótima de um programa linear. O arredon-damento probabilístio de um número � do intervalo aberto (0; 1)onsiste em arredondar � �para ima� om probabilidade � e �para bai-xo� om probabilidade 1� �.Considere o seguinte problema de programação linear: dada umaoleção C de láusulas sobre um onjunto V , enontrar um par (x; z) devetores, om x indexado por V e z indexado por C, quemaximize PC2C zCsob as restriçõesPv2C0 (1� xv) +Pv2C1 xv � zC para ada C em C ;0 � zC � 1 para ada C em C ;0 � xv � 1 para ada v em V : (6.1)Note a seguinte relação entre este programa linear e o problemaMaxSat.Suponha que temos uma solução ótima x� doMaxSat (V;C). Para adaláusula C em C, faça z�C := 1 se x� satisfaz C e z�C := 0 em aso
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Tomando h tal que h=1-h^2, temos:
h = 1-h^2 = 0,618



6.1 Satisfatibilidade máxima 67ontrário. É laro então que o par (x�; z�) é uma solução viável de (6.1)e o valor dessa solução é igual ao número de láusulas de C satisfeitaspor x�. Portanto, o programa linear (6.1) é uma relaxação do problemaMaxSat (V;C) e PC ẑC � opt(V;C) ; (6.2)para qualquer solução ótima (x̂; ẑ) de (6.1).O seguinte algoritmo de arredondamento probabilístio, desenvolvidopor Goemans e Williamson [GW94℄, é um algoritmo de aproximação parao MaxSat.Algoritmo MaxSat-GW (V;C)1 seja (x̂; ẑ) uma solução ótima raional de (6.1)2 para ada v em V faça3 _xv  Rand (x̂v)4 devolva _xO algoritmo aima pode ser implementado de modo que a exeuçãoda linha 1 onsuma tempo limitado por um polin�mio em jV j e jCj,e produza uma solução ótima raional (x̂; ẑ) om o tamanho de x̂ e ẑlimitados por um polin�mio em jV j e jCj (fato C.4, apêndie C). Como,além disso, o número de hamadas a Rand é jV j, o algoritmo MaxSat-GW é um algoritmo probabilístio polinomial.Teorema 6.3 : Se (V;C) é uma instânia do problema MaxSatna qual ada láusula tem no máximo k variáveis, om k � 1,e XC é a variável aleatória3 ujo valor é o número de láusu-las de C satisfeitas por uma valoração produzida pelo algoritmoMaxSat-GW (V;C), entãoE[XC℄ � �1� (1� 1k )k� opt(V;C) :Demonstração: Para ada láusula C, de�na ZC da maneira usual:ZC vale 1 se a valoração produzida pelo algoritmo satisfaz C e 0 em asoontrário. A probabilidade de que ZC seja 0 é o produto de termos daforma x̂v, para v em C0, e (1 � x̂v), para v em C1. Se t é o número de3 O espaço de probabilidade é (
;P1) � � � � � (
;PjV j), onde 
 = f0; 1g e Pi édado por Pi(1) = x̂i e Pi(0) = 1� x̂i para ada i em V .
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68 Algoritmos Probabilístiosvariáveis de C então t � 1 ePr[ZC=1℄ = 1�Qv2C0 x̂vQv2C1 (1� x̂v)� 1� ((t� ẑC)=t)t (6.3)= 1� (1� ẑC=t)t� (1� (1� 1=t)t)ẑC (6.4)� (1� (1� 1=k)k)ẑC : (6.5)Para justi�ar (6.3), note que a média geométria de números não-negativos não ultrapassa a sua média aritmétia. Disso temos queQv2C0 x̂vQv2C1 (1� x̂v) � ((Pv2C0 x̂v +Pv2C1 (1� x̂v))=t)t= ((t�Pv2C0 (1� x̂v)�Pv2C1 x̂v)=t)t� ((t� ẑC)=t)t :Para veri�ar (6.4), onsidere a função f(z) := 1 � (1 � z=t)t. Observeque f é �nava no intervalo fehado [0; 1℄, pois f 0(z) � 0 e f 00(z) � 0nesse intervalo. Então, omo f(0) = 0, temos que f(z) � z f(1), que setraduz em (6.4). Finalmente, (6.5) vale pois (1 � 1=t)t é resente parat � 1 e, por hipótese, t � k.Podemos agora alular o valor esperado de XC:E[XC℄ = E[PC ZC ℄= PC E[ZC ℄= PC Pr[ZC=1℄� PC(1� (1� 1=k)k)ẑC� (1� (1� 1=k)k) opt(V;C) ;onde a última desigualdade segue de (6.2). 2Como (1 � 1=k)k é não passa de 1=e para todo k � 1, onde e é abase dos logaritmos naturais, temos que (1� 1=k)k < 1=e < 0;37. Dessefato, e do teorema anterior, é imediato o seguinte resultado.Teorema 6.4 : O algoritmo MaxSat-GW é uma 0;63-aproxi-mação probabilístia polinomial para o MaxSat. 2Algoritmo ombinadoO teorema 6.1 permite deduzir uma razão de aproximação melhor doalgoritmoMaxSat-Johnson quando todas as láusulas têm pelo menos
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                            |           Razões de aproximação             |
---------------------------------------------------------------------        
Valor de k           |    1    |    2   |            3            |      4       |
MaxSat-Johnson |  1/2   |  3/4  |    7/8  = 0,875   |   0.94    |
MaxSat-GW       |    1    |   3/4  | 19/27 = 0,7      |    0.68    |

rudin
Destacar



6.2 Desaleatorização 69duas variáveis. Já para o algoritmo MaxSat-GW obtêm-se resultadosmelhores quando as láusulas têm no máximo duas variáveis, pelo te-orema 6.3. Paree razoável, portanto, ombinar os dois algoritmos. Oalgoritmo abaixo deve-se a Goemans e Williamson [GW94℄ também.Algoritmo MaxSat-Combinado-GW (V;C)1 _x MaxSat-Johnson (V )2 �x MaxSat-GW (V;C)3 seja _s o número de láusulas de C satisfeitas por _x4 seja �s o número de láusulas de C satisfeitas por �x5 se _s � �s6 então devolva _x7 senão devolva �xTeorema 6.5 : O algoritmo MaxSat-Combinado-GW é uma0;75-aproximação probabilístia polinomial para o MaxSat.Demonstração: Seja Ck a oleção das láusulas de C que têm exata-mente k variáveis. Sejam XC, _XC e �XC variáveis aleatórias ujos valo-res são o número de láusulas de C satisfeitas por uma valoração pro-duzida por MaxSat-Combinado-GW (V;C), MaxSat-Johnson (V )e MaxSat-GW (V;C), respetivamente. Note que XC � 12( _XC + �XC).Se re�zermos as partes apropriadas das demonstrações dos teoremas 6.1e 6.3 temosE[XC℄ � E[12( _XC + �XC)℄= 12(E[ _XC℄ +E[ �XC℄)� 12 PkPC2Ck ((1� 2�k) + (1� (1� k�1)k)ẑC)� 12 PkPC2Ck (1� 2�k + 1� (1� k�1)k)ẑC� 12 PkPC2Ck 32 ẑC (6.6)� 34 opt(V;C) : (6.7)onde a desigualdade (6.6) pode ser onluída analisando-se os asosk = 1, k = 2 e k � 3 e (6.7) vale em virtude de (6.2). 26.2 DesaleatorizaçãoEm muitos asos, é possível onverter um algoritmo de aproxima-ção probabilístio em um determinístio om uma razão de aproximação
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70 Algoritmos Probabilístiosigual à razão esperada do algoritmo probabilístio. Isso pode ser fei-to através do método das esperanças ondiionais [AS92, ES74, Spe87℄.Para apliá-lo, preisamos saber alular e�ientemente ertas esperan-ças ondiionais, que dependem do problema em foo. É esse o ernedo proesso de desaleatorização de um algoritmo probabilístio por es-se método. Ilustramos o método apliando-o ao algoritmo MaxSat-Johnson. Obtemos omo resultado a seguinte 0;5-aproximação polino-mial determinístia, que utiliza um proedimento EspCond, detalhadoposteriormente.Algoritmo MaxSat-Johnson-Desaleatorizado (V;C)1 D C2 para ada v em V faça3 se EspCond (v; 1;D) � EspCond (v; 0;D)4 então _xv  15 para ada C em D faça6 se v 2 C17 então D D n fCg8 senão C0  C0 n fvg9 senão _xv  010 para ada C em C faça11 se v 2 C012 então D D n fCg13 senão C1  C1 n fvg14 devolva _xNo algoritmo aima, D é um multionjunto (um onjunto em que a-da elemento aparee om uma erta multipliidade). No iníio de adaiteração, D ontém, além de pares f;; ;g, que hamaremos de pseudo-láusulas, apenas as láusulas de C que a �valoração parial� _x do algo-ritmo ainda não satisfez. Ademais, de ada láusula de C em D, forameliminadas as variáveis ujos valores _x já �xou.O proedimento auxiliar EspCond reebe uma variável v, um ele-mento i de f0; 1g e um multionjunto D de láusulas e pseudo-láusulas.Seja XD a variável aleatória ujo valor é o número de láusulas em D, le-vando em onta a multipliidade, satisfeitas por uma valoração produzidapelo algoritmo MaxSat-Johnson (V ). Se i = 1 então o proedimentodevolve o valor esperado de XD sob a ondição que _xv=1 no algoritmo
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6.2 Desaleatorização 71MaxSat-Johnson. Este valor esperado é denotado por E[XDj _xv=1℄.Se i = 0 então o proedimento devolve E[XDj _xv=0℄, que é de�nido demaneira análoga.Proedimento EspCond (v; i;D)1 esp  02 para ada C em D faça3 k  jC1j+ jC0j4 se v 2 Ci5 então esp  esp + 16 senão se v 2 C1�i7 então esp  esp + (1� 2�k+1)8 senão esp  esp + (1� 2�k)9 devolva espTeorema 6.6 : O algoritmo MaxSat-Johnson-Desaleato-rizado é uma 0;5-aproximação polinomial para o MaxSat.Demonstração: Seja XC a variável aleatória ujo valor é o númerode láusulas em C satisfeitas por uma valoração produzida pelo algorit-mo MaxSat-Johnson (V ). Como, no algoritmo MaxSat-Johnson,_xv = 1 om probabilidade 1=2 e _xv = 0 om probabilidade 1=2, te-mos que E[XC℄ = 12E[XCj _xv=1℄ + 12E[XCj _xv=0℄, e disso onluímos queE[XC℄ não ultrapassa o maior entre as duas esperanças ondiionais,E[XCj _xv=1℄ e E[XCj _xv=0℄. Logo, E[XC℄ � E[XCj _xv1 ℄, onde o últimotermo denota o valor esperado de XC sob a ondição que, no algorit-mo MaxSat-Johnson, atribua-se a _xv1 o mesmo valor atribuído noalgoritmo MaxSat-Johnson-Desaleatorizado. Uma vez �xado ovalor de _xv1 , o mesmo raioínio vale para as demais variáveis e, disso,onluímos queE[XC℄ � E[XCj _xv1 ℄ � E[XCj _xv1 ; _xv2 ℄ � : : : � E[XCj _xv1 ; : : : ; _xvn ℄ :O último termo é o número de láusulas de C satisfeitas pela valoração _xproduzida pelo algoritmoMaxSat-Johnson-Desaleatorizado. Essenúmero é pelo menos 0;5 opt(V;C), pois E[XC℄ � 0;5 opt(V;C).Quanto ao tempo de exeução do algoritmo, basta observar que oproedimento EspCond (v; i;D) onsome tempo O(jV j). Disso, é fá-il onluir que o algoritmo MaxSat-Johnson-Desaleatorizado épolinomial. 2
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72 Algoritmos ProbabilístiosÉ um pouo surpreendente que desaleatorizações produzam, mesmosem levar em onta omo as variáveis aleatórias se distribuem em torno dovalor esperado, um algoritmo om razão de aproximação igual à razãoesperada do algoritmo probabilístio. No aso do algoritmo aima, oproedimento para o álulo das esperanças ondiionadas é bem simples.Em outros problemas, esses álulos podem ser bastante ompliados,inviabilizando o proesso de desaleatorização.6.3 Geradores de números aleatóriosUma maneira mais geral de de�nir algoritmos probabilístios partede um gerador de números aleatórios no intervalo [0; 1). Nessa de�ni-ção alternativa, substitui-se o algoritmo Rand por um algoritmo idealRandUni que devolve um número real aleatório om distribuição uni-RandUni forme no intervalo [0; 1) (apêndie D). Existem implementações aproxi-madas desse algoritmo Rand [Knu98℄.Os oneitos introduzidos no iníio deste apítulo (algoritmo de apro-ximação probabilístio, algoritmo probabilístio polinomial, et.) podemser naturalmente adaptados a esta outra de�nição. Em partiular, os al-goritmos vistos neste apítulo são probabilístios polinomiais também deaordo om esta nova de�nição, pois é fáil implementar Rand(�) omuma hamada a RandUni: o algoritmo Rand devolve 1 se o númerodevolvido por RandUni for menor que � e devolve 0 em aso ontrário.Por outro lado, não se sabe, em geral, onverter um algoritmo quehama RandUni um número polinomial de vezes em um que hamaRand um número polinomial de vezes. Por isso é razoável dizer que estanova de�nição é uma generalização da original. A desvantagem da novade�nição é que ela requer manipulação números reais.Exeríios6.1 Considere o seguinte algoritmo para o MaxSat (V;C).AlgoritmoMaxSat-CaraCoroa (V )1 b Rand( 12 )2 para ada v em V faça _xv  b3 devolva _xMostre que o algoritmo aima é uma 0;5-aproximação probabilístiapolinomial para o MaxSat.
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 - Seja C uma cláusula qualquer. Qual a probabilidade de C ser verdadeira?
 - Se C possui literais todos positivos (não complementados), então a probabilidade de todos serem verdadeiros é 1/2.
 - Se C possui literais todos negativos (complementados), então a probabilidade de todos serem falsos é 1/2.
 - Se C possui literais positivos e negativos, então a probabilidade de C ser verdadeira é 1.
 - Portanto, qualquer cláusula tem pelo menos 1/2 de probabilidade de ser verdadeira, e o número de cláusulas satisfeitas é em média metade do total de cláusulas. Essa número esperado é maior ou igual a metade do ótimo (número máximo de cláusulas satisfeitas).




Exeríios 736.2 Inspire-se no algoritmo MaxSat-Johnson e projete uma 0;5-apro-ximação probabilístia polinomial para o problema do orte má-ximo:Problema MaxCut (G;w): Dado um grafo G e um pesowe em Q � para ada aresta e de G, enontrar um orte Rque maximize w(R).Apresente uma versão desaleatorizada do seu algoritmo.6.3 Projete uma 0;5-aproximação probabilístia polinomial para a se-guinte variante do MaxCut (exeríio 6.2), que denotamos porMaxkCut: dados um grafo G, um peso we em Q � para ada ares-ta e e um inteiro k � 2, determinar uma partição de VG em k partesque maximize a soma do peso das arestas om extremos em partesdistintas da partição.6.4 Projete uma 0;5-aproximação probabilístia polinomial para o pro-blema da obertura máxima (exeríio 2.4). Mostre que a versãodesaleatorizada deste algoritmo é exatamente o algoritmo gulososugerido no exeríio 2.4.6.5 Esreva uma versão desaleatorizada do algoritmo MaxSat-GW.Apresente-a da forma mais simples que puder omitindo, se possível,todos os vestígios �probabilístios� do algoritmo original. Prove,sem usar argumentos probabilístios, que o algoritmo obtido é uma0;63-aproximação para MaxSat.6.6 Considere o seguinte algoritmo probabilístio para o MaxSat:AlgoritmoMaxSat-Combinado-Probabilístio (V;C)1 b Rand ( 12 )2 se b = 03 então _x MaxSat-Johnson (V )4 senão _x MaxSat-GW (V;C)5 devolva _xProve que esse algoritmo é uma 0;5-aproximação probabilístia po-linomial para o MaxSat. Esreva e omente a versão desaleatori-zada deste algoritmo. O que muda se alterarmos o 12 da linha 1 doalgoritmo para um outro valor no intervalo (0; 1)?6.7 Considere a seguinte versão ponderada do MaxSat. Além do on-junto V e da oleção C de láusulas sobre V , é dado também umpeso wC em Q � para ada láusula C em C; o problema onsiste emenontrar uma valoração que maximize a soma dos pesos das láu-
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É possível também obter um algoritmo MaxSat-Combinado-GW-Desaleatorizado com fator de aprox 3/4 determinístico
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Vamos criar um conjunto A aleatoriamente. Para cada vértice v de G, coloque v em A com probabilidade 1/2. Seja B = V(G)-A. Vamos analisar o peso do corte (A,B) de G.

Cada aresta (u,v) tem 1/2 de probabilidade de estar entre A e B:
      u em A e v em B ---> prob. 1/4
      u em B e v em A ---> prob. 1/4

O peso esperado do corte (A,B) é metade do peso total das arestas.
Esse peso esperado é maior ou igual à metade do peso do corte máximo.
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74 Algoritmos Probabilístiossulas satisfeitas. Modi�que os três algoritmos apresentados nesteapítulo, bem omo suas análises, para oMaxSat ponderado. Querazão de aproximação tem ada um dos algoritmos modi�ados?6.8 Considere o seguinte algoritmo para o Esalonamento (se-ção 2.1): esolha aleatoriamente a próxima tarefa a ser esalonadae aplique o ritério de Graham. Estime o valor esperado da soluçãoassim obtida.Notas bibliográ�asA disussão do algoritmo MaxSat-GW é um resumo de um arti-go de Goemans e Williamson [GW94℄; resumos semelhantes apareemno livro de Motwani e Raghavan [MR95b℄ e no livro editado por Hoh-baum [Ho97℄. Os exeríios 6.1, 6.3 e 6.4 foram extraídos do livro deVazirani [Vaz01℄.O livro de Motwani e Raghavan [MR95b℄ é um texto abrangentesobre algoritmos probabilístios, om muitos exeríios e problemas depesquisa.O algoritmo MaxSat-Johnson é atribuído a Johnson [Joh74℄, em-bora este tenha esrito a versão não-probabilístia do algoritmo. A pri-meira 0;75-aproximação polinomial para o MaxSat deve-se a Yannaka-kis [Yan94℄. Zwik [Zwi99℄ projetou um algoritmo de aproximação paraum aso partiular do MaxSat e onjeturou, baseando-se em experi-mentos númerios, que seu algoritmo é uma 0;797-aproximação para oproblema. Reentemente, Asano e Williamson [AW00℄ projetaram uma0;784-aproximação, ombinando vários algoritmos onheidos para o pro-blema [GW94, FG95, KZ97℄. No momento, esse é o melhor algoritmode aproximação onheido para o MaxSat. Utilizando o algoritmo deZwik [Zwi99℄, Asano e Williamson obtêm uma 0;833-aproximação parao MaxSat, desde que a onjetura de Zwik seja on�rmada.A ténia de arredondamento probabilístio foi introduzida porRaghavan e Thompson [RT87, Rag88℄ e vem sendo apliada om bas-tante suesso a vários problemas [BTV99, CKR00, Fei99, JV00℄.O método das esperanças ondiionais aparee impliitamente em umartigo de Erd®s e Selfridge [ES73℄. A onexão om algoritmos polinomiaisdeterminístios foi feita por Spener [Spe87℄.Uma outra ténia bem suedida de desaleatorização de algorit-mos probabilístios foi desenvolvida por Luby [Lub86℄ e por Alon etal. [ABI86℄. Uma suessão de hamadas ao algoritmo Rand produz
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O algoritmo Graham-aleatório é 2-aproximativo, pois Escalonamento-Graham é 2-aproximativo.

É possível obter instâncias que se aproximam do fator 2 de aproximação esperado.

Instância limite:     n tarefas de tempo n     e     (n+1)n^2 tarefas de tempo 1     em     n(n+2) máquinas. 
Ótimo:                   tempo n em cada máquina.

Ordem aleatória:   Sorteia uniformemente número em [0,1] para cada tarefa.
                              A ordem desses números determina a ordem das tarefas.

Ideia:    Order Statistics: Número esperado da última tarefa grande n/(n+1)
             Aproximadamente (n/(n+1)) * (n+1)n^2  =  n^3 tarefas pequenas antes da última tarefa grande.

Algoritmo Escalonamento-Graham:  tempo n  +  n^3/(n(n+2)) --->  2n = 2 * opt
                                                                                                                                  (ver slides da disciplina)



Notas bibliográfias 75uma seqüênia de bits aleatórios. Podemos imaginar então que, alémdos dados do problema, um algoritmo probabilístio reebe uma seqüên-ia de bits aleatórios, de omprimento onveniente. Freqüentemente,basta que os bits nessa seqüênia sejam k-mutuamente independentes.Para expliar este oneito, denote por b1; : : : ; bn os bits produzidos porn hamadas de Rand. Dizemos que b1; : : : ; bn são k-mutuamente in-dependentes se, para qualquer subseqüênia bi1 ; : : : ; bik de b1; : : : ; bn, aprobabilidade de que bi1 ; : : : ; bik oinida om qualquer das 2k seqüêni-as de k bits é 2�k. Enquanto independênia plena requer um espaço deprobabilidade omposto de 2n vetores binários, pode-se onstruir espaçosde probabilidade om nk=2 vetores binários ujos bits são k-mutuamenteindependentes. Se k é onstante, um algoritmo probabilístio pode serdesaleatorizado da seguinte forma: exeuta-se o algoritmo para adaum dos vetores neste espaço de probabilidade e devolve-se a melhor dassoluções produzidas. Isso resulta em um algoritmo polinomial, determi-nístio, e om razão de aproximação igual à razão esperada do algoritmoprobabilístio original. Para saber mais sobre isso, veja o artigo de Chore Goldreih [CG89℄, bem omo o relatório ténio de Luby e Wigder-son [LW95℄.A respeito de geradores de números pseudo-aleatórios, veja os livrosde Johnson [Joh87℄, Devroye [Dev86℄ e Knuth [Knu98℄. Knuth desreveimplementações aproximadas do algoritmo RandUni que forneem nú-meros pseudo-aleatórios satisfatórios em tempo probabilístio onstante:o tempo esperado de exeução de tais implementações é limitado poruma onstante.
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