Minimum Hitting Set (weighted)

Minimo Conjunto Transversal (unweighted)
» Instancia: Um conjunto universo U = {uy,...,up} e uma familia
S={S1,...,5n} de subconjuntos de U.

» Objetivo: Obter o menor subconjunto T (transversal) de U tal que
todo conjunto S; € S tem algum elemento de T (5; N T # 0).

Minimo Conjunto Transversal (weighted)

» Instancia: ldem + cada elemento u € U tem um custo ¢,

» Objetivo: Obter um conjunto transversal T C U (S5;N T # () Vj) de
custo minimo (), ¢, minimo).

> Generalizacao: Basta tomar custo 1 para cada elemento v € U.



Hitting Set (CT) e Vertex Cover (CV)

Cobertura de Vértices (Vertex Cover)

>
>

»

Instancia: Grafo G e um custo c(v) para cada vértice v de G

Objetivo: Obter uma cobertura das arestas por vértices vy, ..., vk

de G de custo minimo (c(v1) + ...+ c(vk) minimo).

Observacao: Cobrir arestas usando vértices

Conjunto Transversal CT (Hitting Set)

>

>

Instancia: Conj univ U = {u1,...,us}, familia S = {51,...,5,} de
subconjuntos de U e um custo ¢, p/ cada elem v € U

Objetivo: Obter um conjunto transversal T C U (5;N T # () Vj) de
custo minimo (3, ¢, minimo).

Observagao: Cobrir conjuntos usando elementos

Reducao CV—CT: Para cada vértice v de G, crie um elemento v
em U. Para cada aresta uv de G, crie o conjunto {u,v} em S.



Hitting Set (CT) e Set Cover (CC)

Set Cover (CC): cobrir elementos usando conjuntos

» Instancia: Conj. univ. U = {uy,...,us}, familia S = {S1,...,Sn}
de subconjuntos de U e um custo ¢(S;) para cada conjunto S;

» Objetivo: Obter uma cobertura C = {S;,...,S;,} €S de U de
custo minimo (c(S;) + ... + ¢(S;,) minimo).

Hitting Set (CT): cobrir conjuntos usando elementos

» Instancia: Conj univ U ={uy,...,u,}, familia S = {S1,...,S5,} de
subconjuntos de U e um custo ¢, p/ cada elem v € U

> Objetivo: Obter um conjunto transversal T C U (S5;N T # () Vj) de
custo minimo (} .+ ¢, minimo).

ee Reducdo CC — CT: P/ cada conj. S em Set Cover, crie elem. em
Hitting Set. P/ cada elem. u em Set Cover, crie conj. em Hitting Set
com os conj. de Set Cover que contém u.

ee Exemplo: U ={1,2,3,4,5}, S ={{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5}}

ee = U ={a,b,c}, & ={{a},{a,b},{a b,c} {b,c},{c}}

ee Freq. méax. f (Set Cover) = tam. s maior conj de S (Hitting Set)



Hitting Set (CT) e Set Cover (CC)

Set Cover (CC): cobrir elementos usando conjuntos

» Instancia: Conj. univ. U = {u1,...,un}, familia S = {Si1,...,Sm} de
subconjuntos de U e um custo ¢(S;) para cada conjunto S;
> Objetivo: Obter uma cobertura C = {S;;,...,S; } C S de U de custo minimo

(c(Siy) + ...+ c(Si,) minimo).
Hitting Set (CT): cobrir conjuntos usando elementos
» Instancia: Conj univ U = {u1,...,un}, familia S = {S1,...,5m} de
subconjuntos de U e um custo ¢, p/ cada elem u € U

> Objetivo: Obter um conjunto transversal T C U (S; N T # 0 Vj) de custo
minimo (3, cu minimo).

Algoritmos de Set Cover servem p/ Hitting Set

e MinCC-Chvétal (In n + 1)-aprox = MinCT-Chvatal (In|S| 4 1)-aprox
e MinCC-Guloso é f-aprox = MinCT-Guloso é s-aprox, onde s é o
tamanho do maior conjunto de &



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Primal

Minimo Conjunto Transversal (weighted)

» Instancia: Conj univ U = {uy,...,u,}, familia S = {51,...,Sn} de
subconjuntos de U e um custo ¢, para cada elemento u € U
> Objetivo: Obter um conjunto transversal T C U (S5;N T # (0 V) de

custo minimo (3, ¢, minimo).

Método Primal - Formula¢do de Programacao Inteira

e Vetores c e x, indexados por U. Ex: ¢, e x, para cada v € U

Interpretacdo: x, = 1 se u € T; caso contrario x, =0

e Minimizar c-x = ) ., cuX,, restrito a:
e Para cada v € U: x, € {0,1}
e Paracada ScS: qu > 1

ues

> E vidvel; basta tomar x, = 1 para todo elemento v € U

» Obtém sof. exata opt(U,S, c) = ¢ - Xopt, mas problema NP-Dificil.



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Primal

Minimo Conjunto Transversal (weighted)

» Instancia: Conj univ U = {uy,...,u,}, familia S = {S1,...,5n,} de
subconjuntos de U e um custo ¢, para cada elemento u € U

» Objetivo: Obter um conjunto transversal T C U (5N T # (V)) de
custo minimo (} .+ ¢, minimo).

Método Primal - Relaxagdo (Programag&o Linear)

e Vetores c e x, indexados por U. Ex: ¢, e x, para cada u e U

e Minimizar c-x = ) ., cuX,, restrito a:
e Para cada v € U: x, € [0,1]
e Paracada SeS: qu > 1

ues

> E vidvel; basta tomar x, = 1 para todo elemento u € U

» opt(U,S,c) > c-Xopt, pois a relaxagdo pode obter valores menores.



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Primal

Técnica do arredondamento
Algoritmo MinTrasversal-primal(U, S, ¢)

1. seja x uma solug¢do étima racional da PL (relax. Pl)

2. sejas = max{|S|: Se€&}
3.sejaT = {uelU: x,>1/s}
4. retorne T

LEMA: T é um transversal de S
Prova: Para cada S € S vale a restricdo > ¢ x, >1
=3JuesS: x,>1/|S|>1/s.

TEOREMA: O algoritmo MinTransversal-primal é s-aproximativo
Prova: Como s-x, > 1,Vu € U, entdo:

AT)=>werCu<Ss"> perCwXu <5 D ycyCuXu <s-opt(U,S,c)



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Dual

Problema Primal Problema Dual

Max  Z=3x,+5x, Min W =4y, +12y, +18y,

Sujeito a Sujeito a

X, < 4 y, + 3y, 2 3
2x, < 12 { 2y, + 2y, 2 5

3x, + 2x, < 18 Yo ¥, € y; =2 0

X, € X, =2 0

Notag¢do Matricial Notac¢do Matricial 4

Max Z=[3 5| ;(l Min W=y, vy, y,JI12

Sujeito a o 18

Lo 4 Sujeito a

0 2.{"'}3 12 bo

3 o |t 18 v v. w.Jo 2|23 3]
0 32
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Teorema Forte da Dualidade: opt do primal = opt do dual



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Dual

Método Primal - Relaxa¢do (Programag&o Linear)

e Vetores c e x, indexados por U. Ex: ¢, e x, para cada u e U

e Minimizar c-x = ) ., cuX,, restrito a:
e Para cada v € U: x, € [0,1]
e Paracada SeS: qu > 1

uesS

Método Dual - Relaxagdo (Programagdo Linear)

e Vetor y, indexado por S. Ex: ys paracada S € S

e Maximizar y -1 = ) s s s, restrito a:
e Para cada conj S € S: ys =2 0
e Para cada elemento v € U : Z ys < ¢ (R1)

SeS(u)

onde S(u)={SeS: veS}
> E vidvel; basta tomar ys = 0 para todo conjunto S € S
» opt(U,S,c) > c-Xopt = Yopt - 1, pelo Teorema da Dualidade.



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Dual

Interpretacdo do Dual

» Custo de cada elem u é repartido entre ele e os conj S que o contém

» Se um conjunto S ndo tem um elemento com igualdade na restricdo
R1, podemos aumentar o valor de ys. Ou seja, no 6timo, todo
conjunto S tem um elemento u com igualdade na restricdo R1.

» Colocar no transversal os elem u € U com igualdade na restr R1.

Método Dual - Relaxagdo (Programagéo Linear)

Vetor y, indexado por S. Ex: ys paracada S € S

e Maximizar y -1 = } s s ys, restrito a:
e Para cada conj S € S: ys > 0
¢ Para cada elemento v € U : Z Ys < a (R1)

SeS(u)

onde S(u) ={Se€S: ue S}
> E vidvel; basta tomar ys = 0 para todo conjunto S € §
> opt(U,S,¢) > c-Xopt = Yopt - 1, pelo Teorema da Dualidade.



Min Hitting Set - Transversal custo min - Método Dual

Algoritmo MinTrasversal-dual (U, S, ¢)

1. seja y uma solugdo étima racional da PL (dual, relax. PI)
2.sejaT = {ucU: Y scs yesVs =c}  (igualdade em R1)
3. retorne T

LEMA: T é um transversal de & com elementos de U
Prova: Ja visto.

TEOREMA: MinTransversal-dual é s-aproximativo
Prova: Sejas=max{|S|: S€S} e Su)={S5€S: uveS}

=Y =), > ys<> > ys—ZIS\ ¥s

ueT ueT SeS(u) uel Ses(u ses

o(T)<s- > ys< s opt(U.S.c)
Ses



O Esquema Primal-Dual Classico
Programa Primal Cldssico: n varidveis x; com m restri¢des b;

e Minimizar c-x = 337, ¢x;, onde x; > 0,Vj =1,...,n

o Restrito a E}’Il ajx; > bj paratodoi=1,....,m

Programa Dual Classico: m varidveis y; com n restri¢des ¢;

e Maximizar b-y = > 7", bjy;, onde y; > 0,Vi=1,....m
e Restrito a ) a;y; < ¢ paratodoj=1,...,n

Teoremas da Dualidade e das Folgas Complementares

e Dualidade Forte: Se vidveis, c- x> b-y e ¢ Xopr = b+ Yopt
e Folgas Complementares: c-x = by se e s se valem as folgas
completares primais e duais:
» Primais: x; =0ou >." ajyi =¢, paratodoj=1,...,n
» Duais: y; =0 ou Z}’Zl ajxj =bi, paratodoi=1,....m
» Esquema PL: Comega com solu¢do dual y vidvel e solugdo primal x
invidvel. Observando as folgas complementares, vai melhorando a
otimalidade da dual y e a viabilidade da primal x até c-x =b-y.



O Esquema Primal-Dual de Aproximacao
Programa Primal Cldssico: n varidveis x; com m restri¢des b;
e Minimizar c-x = 337, gx;, onde x; > 0,Vj =1,...,n
e Restrito a Z}’Zl ajx; > bj paratodoi=1,....,m

Programa Dual Cldssico: m varidveis y; com n restricdes ¢;
e Maximizar b-y = > 7", bjy;, onde y; > 0,Vi=1,....m
e Restrito a " a;y; < ¢ paratodoj=1,...,n

Folgas Complementares («, [3)-aproximadas
> Primais: x; =0 ou ¢j/a < >, a5y < ¢, paratodoj=1,...,n
> Duais: y;=0oub; <> 7 a;x < fb;, paratodoi=1,....m
> Lema: Se x e y satisfazem folgas complementares

(v, B)-aproximadas, entdo c - x < (af) b y. Prova:

m n

n n m n
ch&<az<za5yi>xj—az > apx | yi<aBd by
j=1 =1 \i=1 i1 \j=1 j=1



O Esquema Primal-Dual de Aproximacao

Programa Primal Cldssico: n varidveis x; com m restri¢des b;

e Minimizar c-x = 337, gx;, onde x; > 0,¥j =1,...,n

e Restrito a Z};l ajXj > by paratodoi=1,....m
Programa Dual Cldssico: m varidveis y; com n restri¢des ¢;

e Maximizar b-y =3 7" bjy;,onde y; >0,Vi=1,....,m
e Restrito a Y. a;y; < ¢j paratodoj=1,...,n

Folgas Complementares («, /3)-aproximadas
» Primais: x; =0 ou ¢j/a < > 7 a5y < ¢, paratodoj=1,...,n
» Duais: y; =0ou b < Z};l ajx; < Bb;, paratodoi=1,...,m
» Aprox Primal-Dual: Comeca com solu¢bes y dual vidvel e x primal
invidvel (mas sempre inteira). Observ folgas compl (a, §)-aprox, vai

melhorando otimal. dual y e viab. primal x. No fim, a solu¢do dual
vezes o3 serve como limite superior para o do primal inteiro.



Hitting Set - Transversal custo min - Método Primal-Dual

Programa Primal - Programacao Inteira

e Vetor x, indexado por U. Ex: x, para cada u e U

e Minimizar c-x = ) ., cuX,, restrito a:
e Para cada elemento v € U: x, € {0,1}
e Para cada conjunto S € S : qu > 1

ues

> E vidvel; basta tomar x, = 1 para todo elemento u € U
Programa Dual - Relaxa¢do (Programacio Linear)

Vetor y, indexado por S. Ex: ys paracada S € S

e Maximizar y -1 = > ¢ s ys, restrito a:

e Para cada conj S € S: ys > 0

e Para cada elemento v c U : Z ys < ¢ (R1)
SeS:ues

> E vidvel; basta tomar ys = 0 para todo conjunto S € §
» Primal-Dual inicio: x,=0Vue U e ys=0VS €S.



Hitting Set - Transversal custo min - Método Primal-Dual

Algoritmo MinTransversal-primal-dual (U, S, ¢)

1. seja y o vetor com ys = 0 para todo conjunto S € §

AR

>

enquanto 3 conj S’ sem nenhum elemento com (=R1)

faca ys « ys +min{cs— Y scguesys: u€S'}
seja T = {ucU: Y scsuesys =cuy  (igualdade em R1)
retorne T

Vetor x ndo estd explicito, mas x, = 1 se u com (=R1) e x, =0 cc.

Programa Dual - Relaxa¢do (Programagio Linear)

Vetor y, indexado por S. Ex: ys paracada S € S
Maximizar y -1 = ) s g ys, restrito a:

Para cada conj S € S: ys
Para cada elemento v € U : Z Ys
SeS:ues

IN IV
Y

(R1)



Hitting Set - Transversal custo min - Método Primal-Dual

Algoritmo MinTransversal-primal-dual (U, S, ¢)
1. seja y o vetor com ys = 0 para todo conjunto S € S
2. enquanto 3 conj S’ sem nenhum elemento com (=R1)
3. faca ys/ « y5/+min{cu725681uesy5 : uES’}
4.sejaT = {ucU: Y scsuesys =cuy  (igualdade em R1)

5. retorne T

LEMA: T é um transversal de S por elementos de U

TEOREMA: MinTransversal-primal-dual é s-aproximativo
Prova: Sejas=max{|S|: S€8S} e S)={S€S: ue S}
Bastaria « = 1 e § = s. Outra prova: P/ transversal opt T*:

ZYS < Z Z ys < Z ¢, = opt. Logo, p/ transv. T retorn p/ algoritn

Ses ueT* SeS(u) ueT*

:Zcu Z Z y5<z Z y5<52y5<sothSC)

ueT ueT SeS(u ueU SeS(u) Ses



Conclusao: Set Cover, Vertex Cover e Hitting Set

Set Cover (Cobertura por Conjuntos)
» (1 + Inn)-aproximagdo: Algoritmo MinCC-Chvatal.
> f-aprox: Alg. MinCC-Hochbaum (versdes primal, dual e primal-dual)
» onde f = max,cy{f(u)} é a frequéncia max entre os elem. de U,

» onde f(u) é o nimero de subconjuntos S € S que contém u

Vertex Cover (Cobertura de Vértices)
» 2-aprox: Alg. MinCV-Hochbaum (versdes primal, dual e primal-dual)

Hitting Set (Conjunto Tranversal)
> (1+ In|S]|)-aproximagdo: Algoritmo MinCT-Chvital.
» s-aprox: Alg. MinTransversal (versdes primal, dual e primal-dual)
» onde s = min{|S|: S €S} (tam. do maior conj. em S)



