Problema do Corte Maximo (Maximum Cut)

Corte Maximo
» Instancia: Um grafo G com peso wj; ndo negativo em cada aresta jj.

» Objetivo: Obter um corte de peso maximo em G, ou seja, uma
parti¢do (A, B) do conjunto de vértices tal que seja maxima a soma
dos pesos das arestas entre A e B.

Algoritmo MaxCut-Erdés(G, w) - 1967

1. para cada vértice v de G, coloque v em A com prob. 1/2
2.sejaB = V(G)—A
3. retorne a particdo (A, B) de V(G)

MaxCut-Erd6s é 0.5-aproximativo probabilistico
> Seja X o peso do corte (A, B) retornado pelo algoritmo

1
E(X)= > wi-P(li€(AB)= Y 5" Wi > 05 0pt(G,w)
jEE(G) JEE(G)



MaxCut-Erdos-Desaleatorizado é 0.5-aproximativo

Algoritmo MaxCut-Erdés-Desaleatorizado(G, w)

1.A<0; B«0
2. para cada vértice v € V(G)

3. se EspCond(AU{v}, B) > EspCond(A, BU{v}) entdo
4. A<+ AU {v}
5 sendo B < B U {v}

Algoritmo EspCond(G, w, A, B)

1. esp < O

2. para cada aresta jj € E(G)

3. se(icAejeB)ou (i€ BejecA) entdo

4. esp < esp + wj

5. sendose (i ¢AeigB)ou(jZ Ae ¢ B) entdo
6 esp « esp + w;;/2

7. retorne esp



MaxCut-Erdos-Desaleatorizado é 0.5-aproximativo

Algoritmo MaxCut-Erdés-Desaleatorizado(G, w)

A<D, B«
2. para cada vértice v € V(G)

3. se EspCond(AU {v}, B) > EspCond(A, BU{v}) entdo
4. A+ AU {v}
5 sendo B < B U {v}

Observacdes

» MaxCut-Erdés-Desaleatorizado é 0.5-aproximativo (deterministico)

> Até 1995, esse era o melhor algoritmo aprox. p/ Problema MaxCut



MaxCut: Programacao Quadratica Inteira

Formulacao de Programacdo Quadratica Inteira

e Para cada i € V(G), usa-se um inteiro x;

e Interpretagdo: x; =1seic€c A, x;=—-1seieB

> Maximizar 3 3, rq) wi(1 — xix;), restrito a:
» Paracadaic V(G): x € {-1,1}

o E claramente vidvel; basta tomar x; = 1 para todo i € V(G)
e Obtém sol. exata opt(G, w), mas problema NP-Dificil.



MaxCut: Progr. Quadratica Inteira (Relaxa¢do vetorial)

Formulacdo de Programacao Quadratica Inteira
e Para cada i € V(G), usa-se um inteiro x;
» Maximizar 1 5 ZueE
» Paracadaic V(G): xix;=1 (ouseja, x; € {—1,1})
e Obtém sof. exata opt(G, w), mas problema NP-Dificil.

w;i(1 — x;x;), restrito a:

Relaxacdo vetorial da Programacao Quadratica Inteira
e Para cada i € V/(G), usa-se um vetor v; de tam. n e de médulo 1
e ;=41 = v;=][£1,0,...,0]
> Maximizar 3 3 ;cgq) Wi(l— vi- V), restrito a:
» Paracadaic€ V(G): vi-vi=1

e E vidvel; basta tomar v; = [1,0,...,0] para todo i € V(G)
e Obtém sof. relaxada > opt(G, w).



MaxCut: Progr. Quadratica Inteira (Relaxa¢do vetorial)

Observacdes
» Produto escalar (ou produto interno)
ViV = Zzzl VikVik = ViiVj1 + ...+ VipVjn
» Médulo (norma euclidiana) |v;| := ||vi|la = \/V4 + ... + V2 = ViV

Relaxacao vetorial da Programacao Quadratica Inteira
e Para cada i € V(G), usa-se um vetor v; de tam. n e de médulo 1
o ;=21 = v =[£1,0,...,0]
> Maximizar 3 3 ;cgg) wi(1 — vi - V), restrito a:
» Paracadaie V(G): vi-vi=1

o E vidvel; basta tomar v; = [1,0,...,0] para todo i € V(G)
e Obtém sof. relaxada > opt(G, w).



MaxCut: Progr. Quadratica Inteira (Relaxa¢do vetorial)
Relaxacao vetorial da Programacao Quadratica Inteira

> Maximizar ; D_iicE(G)
» Paracadaie€ V(G): vi-vi=1

wii(1 — v; - vj), restrito a:

Simplificacdo: encontrar vetores vy, ..., v,

> Minimizar } ()
» Paracadaie V(G). vi-vi=1

wii(v; - vj), restrito a:

Reformulagdo: achar matriz Y (linhas de Y sdo vetores v;)

> Minimizar } ()

> Paracadaié€ V(G). (YYT)i=1

wi(YYT);, restrito a:

Reform: achar matriz X positiva semidefinida (X = YY)
> Minimizar } ;[
» Paracada i€ V(G): Xi=1

» Existem algoritmos que obtém Y a partir de X positiva semidefinida
e que resolvem programas gerais com matriz positiva semidefinida

w;; Xjj, restrito a:



Algoritmo MaxCut-GW (Goemans e Williamson, 1995)

Relaxacao vetorial da Programacao Quadratica Inteira
> Maximizar 3 3 ;c gy wi(1 — vi - V), restrito a:
» Paracadaie V(G): vi-vi=1

Algoritmo MaxCut-GW(G, w)

1. sejam vy, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima
2. seja s < RandEsfera(n) (vetor aleat. tam. n e médulo 1)

4. A« {ieV(G): s-v;>0}; B+ V(G)—-A

5. retorne (A, B)

Lema: P(ij € Gag) = arccos(v; - vj)/m

Prova: P(ij € Gag) =P(s-v; >0,5-v; <0)+P(s-v; <0,s-v; >0)
> ]P>(s~v,->0,s~vj§0):%'%,onde@,-jéoénguloentre vievy

(deve € regido esfera intersecdo dos 2 semiespacos)

» ©j = arccos(v; - v;), pois v;-vj=|v|-|vj|-cos(©j)



Algoritmo MaxCut-GW (Goemans e Williamson, 1995)

Relaxacdo vetorial da Programacao Quadratica Inteira
> Maximizar 3 3 ;cp ) wi(1 — vi- V), restrito a:
» Paracadaie V(G): vi-vi=1
Algoritmo MaxCut-GW(G, w)
1. sejam vy, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima
2. seja s < RandEsfera(n) (vetor aleat. tam. n e médulo 1)
4. A «— {ieV(G): s v, >0} B+ V(G)-A
5. retorne (A, B)

Uma “fatia” de uma esfera no R®



Algoritmo MaxCut-GW (Goemans e Williamson, 1995)

> Maximizar 3 3 ;cp ) wi(l — vi- V), restrito a:
» Paracadaie V(G): vi-vi=1

Algoritmo MaxCut-GW(G, w)

1. sejam v, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima
2. seja s < RandEsfera(n) (vetor aleat. tam. n e médulo 1)
4. A« {ieV(G): s-v;>0}; B+ V(G)—A
5. retorne (A, B)
Teorema: MaxCut-GW é 0.87856-aprox. probabilistico
Prova: Seja X o valor retornado por MaxCut-GW. Seja E = E(G).
> E(X) =2 e wi P(ij € Gag) =D jce Wi - Larccos(v; - vj)
> E(X) > > jcewi- 5(1—vi-v) > a-opt(G,w), onde

) 2 - arccos(x) . 2-0©
= —_— = — << = V. 7
« xerF—lrll,l] { m(1—x) } e?[g,]w] {7r(1 — cos(©)) } 087856



Algoritmo MaxCut-GW (Goemans e Williamson, 1995)
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Conclusao: MaxCut

MaxCut
» 0.5-aprox: Algoritmo MaxCut-Erdés-Desaleatorizado (Erdés, 1967).
» 0.878-aprox prob.: MaxCut-GW (Goemans, Williamson, 1995)
» 0.878-aprox.: MaxCut-GW-Desaleat (Mahajan, Kamesh, 1995)
> MaxCut-GW é 0.878-aprox. (e ndo mais !!) (Karloff, 1996)



Problema da Satisfatibilidade Maxima (Max-2SAT)

Problema Max-2SAT

» Instancia: Clusulas C = {C,..., Gy} de tamanho < 2 sobre
varidveis V = {x1,...,x,}. Cada cldusula C; tem um peso w; > 0.

> Objetivo: Obter uma valoracio das varidveis (0 ou 1) que maximize
o peso total das clausulas satisfeitas.

Formulacao de Programacao Quadratica Inteira

e Usamos inteiros y1, ..., Y, assoc. as var. e mais yp todos em {—1,1}

o Interpretagdo: x; =1 se y; = yo; x; = 0 caso contrdrio

o v(x)=1(1+yy) e v(x)=3(1-yoy)
e vixiVx)=1-v(xAX)=1—-v(X)v(x)=1- 17% . 1_%
o = v(xVXx)= 1+1)1/oy,' + 1+Zoyj I 1_‘{%
o = vix V) = T ey T
o = v(x V) = i 4 1o Lovy



Problema da Satisfatibilidade Maxima (Max-2SAT)

Problema Max-2SAT (cldusulas de tam. < 2)

» Instancia: Clusulas C = {(y,..., Gy} sobre varidveis
V ={x1,...,xp}. Cada cldusula C; tem um peso w; > 0.

> Objetivo: Obter uma valoracio das varidveis (0 ou 1) que maximize
o peso total das clausulas satisfeitas.

Formulacao de Programacdo Quadratica Inteira
» Maximizar chec w; - v((j), restrito a:
» Paracada i€ {0,1,....n}: y; € {-1,1}

Formulacdo de Programacdo Quadratica Inteira
> Maximizar },_; |a;(1 — yiy;) + bj(1 + y,-yj)], restrito a:
» Paracadaie{0,1,...,n}: y € {-1,1}

e Obtém sof. exata opt(G, w), mas problema NP-Dificil.



Problema da Satisfatibilidade Maxima (Max-2SAT)

Problema Max-2SAT (cldusulas de tam. < 2)

» Instancia: Cldusulas C = {(Cy, ..., C,,} sobre varidveis
V ={xq,...,x,}. Cada cldusula C; tem um peso w; > 0.

» Objetivo: Obter uma valoragdo das varidveis (0 ou 1) que maximize
o peso total das clausulas satisfeitas.
Formulacdo de Programacao Quadratica Inteira
> Maximizar ), |a;(1 — yiy;) + b;(1 + yiy;)|, restrito a:
» Paracadaie€{0,1,...,n}: y; € {-1,1}

e Obtém sol. exata opt(G, w), mas problema NP-Dificil.

Formulacao - Relaxacao Vetorial - encontrar vetores vy, ..., v,
» Maximizar

» Paracadaie€ {0,1,....n}: wvi-y; =1 (tam. n+1)

i<j |2i(L—vi-v;) + by(1 4 vi - v;)|, restrito a:



Algoritmo Max2SAT-GW (Goemans e Williamson, 1995)

Formulacao - Relaxacao Vetorial - encontrar vetores vy, . .., v,
> Maximizar )
» Paracadaie€ {0,1,....,n}: vi-yy =1 (tam. n+1)

Algoritmo Max2SAT-GW(V, C)

1. sejam vy, vy, ..., Vv, uma solu¢do 6tima da Relaxac3o vetorial acima

i<j {a'i(l — Vi~ V) + bj(1 4+ v; - vj)|, restrito a:

2. seja s « RandEsfera(n+ 1) (vetor aleat. tam. n+ 1 e médulo 1)
3.A« {xeV:s-v>0} B+~ V-A
4. se s- vy > 0, entao atribua V as varidveisem Ae F as var. em B

5. senao atribua V as varidveisem B e F as var. em A

Teorema: Max2SAT-GW é 0.87856-aprox. probabilistico

Prova: Semelhante a do MaxCut-GW. Préximo slide.



Algoritmo Max2SAT-GW (Goemans e Williamson, 1995)

Teorema: Max2SAT-GW € 0.87856-aprox. probabilistico

Prova: Seja X a soma dos pesos das cldusulas satisfeitas pelo algoritmo.
> X=3 {a,-j(l —yi-yj)+ bij(L+yi-yj)|. onde y; = sgn(s - v;)
> X =23 [3:3' * Lgn(s-vi)sgn(s-v;) T bij - ILsgn(s~v,-)=sgn(s'Vj)}
> E(X) =2 Zi<j [aij 'E(]lsgn(s-v,-)#sgn(s-vj-)) + bjj ‘E(]lsgn(s-vr'):sgn(sw))}

(X)

> E(X)=2),; [a,-j - Larccos(v; - vj) + bij - (1 — %arccos(v,- . vJ))}
(X)
(X)

\%
(]

i< [a,-lwa(l—v,--\/j)—i—b,-j~a(1+v,--vj)], para a = 0.878

zaZKj |:a,‘j'(1—Vi'\/j)+bU'(1+Vi'\/j):| > «a-opt(V,C)



Algoritmo Max2SAT-GW (Goemans e Williamson, 1995)
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Conclusao: MaxSAT

Max-2SAT
> 0.5-aprox: Algoritmo MaxSAT-Johnson-Desaleat (Johnson, 1974).
> 0.75-aprox: Algoritmo Max2SAT-Johnson-Desaleat (Johnson, 1974).
» 0.878-aprox: Max2SAT-GW (Goemans, Williamson, 1995)
> 0.931-aprox: Algoritmo Max2SAT-FG (Feige e Goemans, 1995)

MaxSAT
» 0.5-aprox: Algoritmo MaxSAT-Johnson-Desaleat (Johnson, 1974).
» 0.75-aprox: MaxSAT-GW-Combinado (Goemans, Williamson, 1994).
> 0.7584-aprox: MaxSAT-GW-Semidef (Goemans e Williamson, 1995).
» 0.7846-aprox: MaxSAT-AW (Asano, Williamson, 2000)
» 0.7968-aprox: MaxSAT-ABZ (Avidor, Berkovitch, Zwick, 2006)



Algoritmo MaxSAT-GW (Goemans e Williamson, 1995)

» MaxSAT-Johnson: aprox. 1 — % para cldusulas de tam. k.

> MaxSAT-GW-PL: aprox. 1 — (1 — £)* para cldusulas de tam. k.
> MaxSAT-GW-PQ: aprox. o = 0.878 para cldusulas de tam. < 2.

MaxSAT-GW-Full é 0.7555-aprox. (ideia geral)

» Executa o Algoritmo i com probabilidade p;, onde p;1 +po +p3s =1

Tamanho das clausulas
1 2

3 4 5 6

Fator de aproximagédo  0,7555115032 0,7555115032 0,7555115032 0,7757978733 0,7853577968 0,7893810994

pl1=p2= 0,4785644712
p3= 0,04287105758
» Com restri¢des extras p/ cladsulas tam. > 3, obtem-se aprox. 0.7584

m]

=



