Correlational Clustering Problem

» Instancia: Um grafo G com um peso interno w;"

i € um peso externo

w; nao-negativos em cada aresta ij.

» Objetivo: Obter particdo P dos vértices que maximize w(P): a
soma do peso interno das arestas internas mais o peso externo das
arestas externas a particdo. Ou seja, maximize
w(P)=w'(ES) +w (Ep), onde ES contém arestas com
extremidades em um mesmo conjunto de P e E; contém arestas
com extremidades em conjuntos distintos de P.

Algoritmo Cluster-0.5-aprox(G, w*, w™)

1. seja Py = {{wv1,...,vp}} esejaseja P, = {{wi},{va},...,{vn}}
2. retorne o maximo entre wT(P;) e w™(P5)

PROVA: Seja P a particdo retornada pelo algoritmo.

opt < Z wi +w; ) =wh(P1) +w(Py) <2-w(P)
fEE(G)



Clustering: Programacdo Quadratica

e Para cada vértice i € V/(G), usa-se um vetor x; de tam. n

e Interpretacdo: x; = e (vetor com 1 na coord. k e 0 nas demais)
= vértice | esta no cluster k

» Produto escalar (ou produto interno)

X Xj = Dop_y XikXjk = XiaXj1 + ..+ XinXjn
» Mddulo (norma euclidiana)

xil = lixilla = /X7 + ...+ x5, = /xix =1
> e-e=1¢e e-e=0parai#j

Formulacdo de Programacao Quadratica
> Maximizar } ;¢ c) (wl.j*(x,- X))+ wy (1= x; - xj)) restrito a:
> Paracadai€ V(G): x € {e,e,...,en}

e E claramente viavel: basta tomar x; = e; para todo i € V(G)
e Obtém sof. exata opt(G,w™, w_), mas problema NP-Dificil.



Clustering: Programacdo Quadratica

Formulacao de Programacao Quadratica

e ¢4 (vetor tam. n com 1 na coord. k e 0 nas demais)

> Maximizar } ;e ) (W,-}L(X,' x) + wy (1= x; - xJ)) restrito a:

» Paracada i€ V(G): x; € {e,e...,en}

Relaxacdo vetorial da Programacgao Quadratica

e Para cada i € V(G), usa-se um vetor v; de tam. n e de médulo 1

> Maximizar ), r c) (w,.;“(v,- )+ wy (=i vJ)) restrito a:
» Paracadaie V(G): vi-vi=1

» Paracadai,je V(G): vi-v;>0

e E claramente vidvel; basta tomar v; = e; para todo i € V(G)

e Obtém sol. relaxada > opt(G,w™, w™).



Clustering: Programacao Semidefinida
Relaxacao vetorial da Programacdo Quadratica
> Maximizar } ;) (W,jf(v,- i)+ wy (=i vJ)) restrito a:
> Paracadai,je V(G): vi-vi=1 e vi-vi >0
Simplificacdo: encontrar vetores vy, ..., Vv,
> Minimizar 3-; ) (w; — wj) vi - v, restrito a:
>Paracada/,JEV(G). vi-vi=1 e vi-v; >0
Reformulagdo: achar matriz Y (linhas de Y sdo vetores v;)
> Minimizar 3=, e (w; — wj)(YYT)y, restrito a:
» Paracadai,je V(G): (YYT)i=1 e (YYT);>0
Reform: achar matriz X positiva semidefinida (X = YY)

> Minimizar } ;) (w; — W’j_)X,J restrito a:
» Paracadaic V(G): Xi=1 e Xij>0

» Existem algoritmos que obtém Y a partir de X positiva semidefinida
e que resolvem programas gerais com matriz positiva semidefinida



Algoritmo MaxCluster-PS (Programagdo Semidefinida)

Relaxacao vetorial da Programacdo Quadratica
> Maximizar )¢ c) (w,.j’(v,- vi)+wy (1= vJ)) restrito a:
> Paracadai,je V(G): vi-vi=1 e vi-vp >0

Algoritmo MaxCluster-PS(G, w™, w™)

1. sejam vy, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima
2. sejam sy, s, < RandEsfera(n) (vetores aleat. tam. n e médulo 1)
3.A <« {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; >0}

4. Ay + {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; <0}

5. A + {ieV(G): s1-v;<0 e s-v; >0}

6. Ay « {ieV(G): s1-vi<0 e s-v; <0}

7. retorne (A;, Az, As, Ay)



Algoritmo MaxCluster-PS (Programagdo Semidefinida)

Algoritmo MaxCluster-PS(G, w™, w™)

1. sejam vy, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima
sejam si,s, < RandEsfera(n) (vetores aleat. tam. n e médulo 1)
AL « {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; >0}

Ay + {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; <0}

A3 «— {ieV(G): s1-vi<0 e s-v; >0}

Ay + {ieV(G): s1-vi<0 e s5-v; <0}

retorne (A;, Az, As, Ay)

No ok D

Lema: P(s;-v; >0e s -v; <0) = arccos(v; - vj)/2m
Prova: P(s; - v; > 0,51 - v; <0) = (297; onde ©j; é o angulo entre v; e v;
(deve € regido esfera intersecdo dos 2 semiespacos). ©; = arccos(v; - vj),

pois  vi-v; = |vi| - |vj| - cos(©).




Algoritmo MaxCluster-PS (Programagdo Semidefinida)
Algoritmo MaxCluster-PS(G, w™, w™)

1. sejam vy, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima

No ok D

sejam si,s, < RandEsfera(n) (vetores aleat. tam. n e mddulo 1)
AL « {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; >0}

Ay + {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; <0}

A; +— {ieV(G): s1-vi<0 e s-v; >0}

Ay + {ieV(G): s1-vi<0 e s5-v; <0}

retorne (A;, Az, As, As)

Uma “fatia” de uma esfera no R?



Algoritmo MaxCluster-PS (Programagdo Semidefinida)

Algoritmo MaxCluster-PS(G, w™, w™)

1. sejam vy, ..., v, uma solugdo étima da Relaxagdo vetorial acima
2. sejam sy, s, < RandEsfera(n) (vetores aleat. tam. n e médulo 1)
3.A « {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; >0}

4. Ay + {ieV(G): s1-vi>0 e s-v; <0}

5. A3 « {ieV(G): s1-vi<0 e s5-v; >0}

6. Ay « {ieV(G): s1-vi<0 e s-v; <0}

7. retorne (A;, Az, As, Ay)

Lema: P(i,j no mesmo cluster) = (1 — arccos(v; - v;)/7)?

Prova: Para estarem no mesmo cluster, devem estar do mesmo lado
tanto em relagdo a s; quanto em relacdo a s;.

Lema: P(i,j em clusters dif.) = 1 — (1 — arccos(v; - v;)/m)?



Algoritmo MaxCluster-PS é 0.75-aprox. prob.

> Maximizar } ;. r q) (W,.]L(V,- vi)+wy (1= vJ)) restrito a:

> Paracadai,je V(G): vi-vi=1 e vi-vi >0

Teorema: MaxCluster-PS é 0.75-aprox. probabilistico

Prova: Seja X o peso w(P) da particdo retornada pelo algoritmo. Seja
Xjj = 1seiejestdo no mesmo cluster, e 0, cc.

B(X) = Y [w B0 +wy - (1-E(XG)| =

jEE(G)

4 arccos(v;vj) \ _ arccos(viv;)\°
= > fw (-T2 w1 (1 TR
GEE(6) " "

= E(X) = > |y -0.75(viv) + wy -0.75(1 - vivy)| > 075 opt
ij€eE(G)



Algoritmo MaxCluster-PS é 0.75-aprox. prob.
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Figure: Graficos no Desmos: fator aprox. = 0.75



