Algoritmos Aproximativos - Definicao padrao

Quatro ingredientes de um problema de otimizac3o
» Conjunto de Instancias
> Conjunto de Solugdes Sol/(I) para cada instancia I
» Valor val(S) > 0 para cada solugdo S € Sol(I)

» Tipo: minimizagdo ou maximizag¢ao

Objetivo: | Dada uma instancia I, encontrar uma solucdo étima

S € Sol(I): solugdo com valor minimo ou maximo, dependendo do tipo.
Valor 6timo opt(I) é o valor de uma solugdo 6tima de uma insténcia I.

Um algoritmo A para um problema de otimizagdo é ‘ a-aproximativo‘
se produz uma solugdo A(I) tq val(A(I)) < a - opt(I) (se min. (a > 1))
ou val(A(I)) > a - opt(I) (se max. (o < 1))

DEFINICAO PADRAO



Algoritmos Aproximativos - Def. padrao versus alternativa

Quatro ingredientes de um problema de otimizagdo

» Conjunto de Instancias
> Conjunto de Solugdes Sol/(I) para cada instancia I
» Valor val(S) > 0 para cada solugdo S € Sol(I)

» Tipo: minimizagdo ou maximizag¢ao

DEFINICAO: | Dada uma instancia I e uma solugio S € Sol(1), seja

R(I,S) = max { 55;((?), ‘;‘ﬁ((‘?))} >1( performance ratio )

(razdo de aproximac3o)

Um algoritmo A para um problema de otimizagdo é ‘ a>1-aproximativo
se produz uma solucdo A(I) tal que R(I, A(I)) < « para toda instancia I.

DEFINICAO ALTERNATIVA. Embora possa parecer confuso com a “definicio antiga”, sempre ficara claro no contexto se estamos lidando
com uma definicdo ou outra. Essa divergéncia de defini¢des ocorre entre pesquisadores da drea (Vazirani (antiga), Ausiello (nova)). No
tépico das redu¢des que preservam aproximagao entre problemas de otimizag3o, a definicdo nova é mais dtil. De qualquer modo, elas sdo
intercambidveis e é importante conhecer e saber lidar com ambas



Algoritmo Aproximativo (Def. padrdo versus alternativa)

DEFINICAO: | Dada uma instancia I e uma solucio S € Sol(I), seja

R(I,S) = max{ opt(l Vae(s)} > 1( performance ratio )

val(S)’ opt(I)
(raz3o de aproximago)

Um algoritmo A para um problema de otimizaggo é ‘ a>1-aproximativo

se produz uma solugdo A(I) tal que R(I, A(I)) < « para toda instancia I.

Ou seja, um algoritmo tem fator de aproximag¢do o se sempre
produz uma solu¢do com razdo de aproximagdo < « (nessa definicdo alternativa).

Problemas de minimiza¢do = Defini¢des coincidem (mesmo fator de aproximagdo)
Problemas de maximizagdo = Defini¢des divergem (fatores de aproximagdo inversos)
Alg. 0.5-aprox MaxSAT-Johnson = 2 - aprox (defini¢do alternativa)

Alg. 0.75-aprox MaxSAT-GW = (1.333)-aprox (defini¢go alternativa)

Alg. 0.878-aprox MaxCut-GW = (1.138)-aprox (defini¢cdo alternativa)

Alg. 0.931-aprox Max2SAT-FG = (1.074)-aprox (definicdo alternativa)

vVvyVvyYVvyYvYyy



Conclusdo (até agora), assumindo P # NP

» Mochila: FPTAS O(n?/¢).

> Escalonamento - num m fixo maquinas: FPTAS O((n/g)™1).
> Escalon - num qquer maquinas: PTAS O(n?'°81+:(1/¢) . |og, 1).

> Bin Packing: PTAS assintético. 1.7-aprox. (1.5 — &)-inaprox.

» TSP-Euclidiano: PTAS.

» TSP-Metrico: 1.5-aproximativo.

» TSP: a(n)-inaprox. para qualquer fungdo poli a(n).

» Set Cover: (In n+1)-aprox., mas (In n —¢)-inaprox. (Moshkovitz'15)

1—¢

» MaxClique e MinColor: n-aproximaveis, mas n'~c-inaproximaveis

em tempo polinomial (Zuckerman'06)

Aqui relembramos que, na notacio anterior, a frase acima quer dizer que MaxClique é (1/n)-aproximével, mas

n€ ~Llinaproximavel em tempo polinomial para qualquer & > 0 (Zuckerman'06)



Classes de Aproximabilidade

NPO: Problemas de otimizac3o tais que toda solucdo tem um tamanho
limitado por um polindmio no tamanho da instancia e nos quais
podemos, em tempo polinomial, reconhecer instancias e solucdes de
instancias, bem como calcular valores de solug¢des.

PO: Problemas NPO com algoritmo exato polinomial.

APX: Problemas NPO com algoritmo poli a-aprox. para « constante.

poly-APX: Problemas NPO com algoritmo de tempo poli a(n)-aprox.
para fungio polinomial a(n) = O(n*), onde k = const e n = (I).
log-APX: idem, mas fun¢&o logaritmica a(n) = O(log n).

PTAS: Problemas NPO que tem PTAS (esquema de aproximagdo em

tempo polinomial): algoritmo A, polinomial em (I) que retorna solug¢do
satisf. val(A(I)) = (1 £ ¢)opt(I), p/ cada racional € > 0 e instancia I.

FPTAS: Problemas NPO que tem FPTAS (esquema de aproximagdo em
tempo completamente polinomial): PTAS polinomial também em 1/e.

]Po C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO\




Classes de Aproximabilidade

NPO: Problemas de otimizac3o tais que toda solucdo tem um tamanho
limitado por um polindmio no tamanho da instancia e nos quais
podemos, em tempo polinomial, reconhecer instancias e solucdes de
instancias, bem como calcular valores de solug¢des.

PO: Problemas NPO com algoritmo exato polinomial.

APX: Problemas NPO com algoritmo poli a-aprox. para « constante.

poly-APX: Problemas NPO com algoritmo de tempo poli a(n)-aprox.
para fungio polinomial a(n) = O(n*), onde k = const e n = (I).
log-APX: idem, mas fun¢&o logaritmica a(n) = O(log n).

PTAS: Problemas NPO que tem PTAS (esquema de aproximagdo em

tempo polinomial): algoritmo A, polinomial em (I) que retorna solug¢do
satisf. R(I, A.(I)) <1+ ¢, p/ cada racional € > 0 e instancia I.

FPTAS: Problemas NPO que tem FPTAS (esquema de aproximacdo em
tempo completamente polinomial): PTAS polinomial também em 1/e.

]Po C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO\




Classes de Aproximabilidade - Exemplos

NPO: Caixeiro Viajante (TSP)

PO: Menor Caminho, Arvore Geradora Minima (MST).

APX: Bin Packing, Vertex Cover, Caixeiro Viajante Métrico (TSPM).
poly-APX: MaxClique, MinColor, pois tém alg. n-aprox.

log-APX: Set Cover, pois tem alg. (Inn+ 1)-aprox.

PTAS: Escalonamento Minimo, Caixeiro Viajante Euclidiano (TSPE).
FPTAS: Problema da Mochila.

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO|




Classes de Aproximabilidade - Relagdes, se P = NP

NPO: TSP ¢ poly-APX (j4 visto)
PO: Menor Caminho, Arvore Geradora Minima (MST).
APX: Bin Packing & PTAS, pois é (1.5 — €)-inaproximavel.

poly-APX: MaxClique, MinColor ¢ log-APX, pois s3o n'~¢-inaprox.
(Zuckerman'06)

log-APX: Set Cover ¢ APX, pois é (1-¢) In n-inaprox. (Moshkovitz'15)
PTAS: Escalonamento Minimo ¢ FPTAS.
FPTAS: Problema da Mochila ¢ PO, pois é NP-Dificil.

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO




Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,
Redugdo Py <g P,: par (f,g)
> f e g: fungbes computdveis tempo polin, no tam de suas instancias

> Instancia Ide P, = f(I) é uma instancia de P,
» g(I,S) é solugdo de I em P; <« Solugdo S de f(I) em P,

P <x P>
I £ f(I)
[ ] [ ]
Conjunto de tempo
instancias polinomial
A Az
tempo
polinomial
Sol(I) o g o

Satisfaz condigdes
g(L5) S

da redugao R




Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

e f e g: fungdes computaveis tempo polin. no tam de suas instancias
° Instdncia I de P, = f(I) é uma instancia de P,

e g(I,S) ésolugdode I em P; <« Solugdo S de f(I) em P,

e tal que, para toda instdncia I de P; e toda solugdo S de f(I) em P,

P1 <strict P> Redugdo strict (f, g)
> ‘sz(f(l)vs) <r = Rp(Lgs)) < r‘

Py <¢ P,: Redugdo continua (f, g, a>1)
> | Rp,(F1),S)<r = Rp(Lg(S)) < a-r|

Py <g P>: Redugdo E (relativa ao “erro”) (f, g, a>1)
> | Rp,(F1),S)<r = RpLgs) <1+ a(r—1)
» P1<stri« P2 = P1<eP2 = Pi1<cP




PROVA: P; <c P2 e P, € APX = P; e APX

P, <

P

I f f(I)
Conjunto de tempo
nstancias polinomial
./41 -A2
Sol(I)
e < £ ®
tempo

polinomial
g(L,5)



PROVA: P; <c P2 e P, € APX = P; e APX

P, <c

P»

tam. n g ) tam. O(n:)
I f f‘(I) tempo O(n™)
[ ] > @
Conjunto de tf:mpol
nstancias polinomial
O (N
tempo
A AQ polinomial
1 b
O(N)
ar-aprox
r-aprox.
’\ Sol(I) p
g
bc p
tempo O ( n? ) [ RS [ ]
tempo
tam. O ( ¢ ) P tempo O ( nabb)
tam. O ( na )

ve(ls)

a 8 - &
Razao aprox. ar €

Razio aprox. r



PROVA: P; <g P, e P, € PTAS = P; e PTAS

Pl <E P2

tam. n g0 tam. O(n™)
I f f(I) tempo O(n”)
[ J > e
Conjunto de tf:mpol
nstancias polinomial
O (N%)
tempo
A AQ polinomial
! b
O(N")
ar-aprox

'\ Sol(I) . frapror

tempo O ( nabc) [ < tempo [ ] ab
tam.O(nac) tempo O (n )

li ial
LS polinomia S om0 (127
\ ) 0 (N%)
Razio aprox. 1+ o (r-1) €———— Raziio aprox. r




PROVA: P; <g P, e P, € FPTAS = Pj; € FPTAS

Pl <E P2

tam. n g0 tam. O(n™)
I f f(I) tempo O(n”)
[ J > e
Conjunto de tf:mpol
nstancias polinomial
O (N%)
tempo
A AQ polinomial
! b
O(N")

ar-aprox

'\ Sol(I) . frapror

tempo O ( nabc) [ < tempo [ ] ab
tam.O(nac) tempo O (n )

li ial
LS polinomia S om0 (127
\ ) 0 (N%)
Razio aprox. 1+ o (r-1) €———— Raziio aprox. r




Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

> [P1<cP, e P, APX = P cAPX]
e P1<cP2 e PLZAPX = P,¢ APX

> |[P1<eP; e P,cPTAS = P cPTAS|
e P1<eP, e Pi¢ZPTAS = P,¢ PTAS

> ]Pl <gP, e P,c FPTAS = P, c FPTAS\
e P1<eP, e Pi ¢ FPTAS = P, ¢ FPTAS

> P1<cP2 e P<cP3 = P1<cP3
> P <gP; e Py<gP3 = P;1<eP;



PROVA: P1 Sc P2 e P2 SC P3 = P1 Sc P3

P <c P> <c

I, f, L (L) f,

tempo tempo
polinomial polinomial

Conjunto de
instancias

Sol(I)

1 gz

tempo tempo

polinomial polinomial
51: gl(IUSZ) 52 3'2(12,53)




PROVA: P; <c P2 e P, € APX = P; e APX

P, <c

P»

tam. n g ) tam. O(n:)
I f f‘(I) tempo O(n™)
[ ] > @
Conjunto de tf:mpol
nstancias polinomial
O (N
tempo
A AQ polinomial
1 b
O(N)
ar-aprox
r-aprox.
’\ Sol(I) p
g
bc p
tempo O ( n? ) [ RS [ ]
tempo
tam. O ( ¢ ) P tempo O ( nabb)
tam. O ( na )

ve(ls)

a 8 - &
Razao aprox. ar €

Razio aprox. r



PROVA: P; <, P2 e P, € APX = P; € APX

Pi <eo

P

tam. O(na(r))

tam. n (/; & a) a)
I f f (I) tempo O(n""”’)
. LS > .
Conjunto de tf:mpol
nstancias polinomial
0 (N'®)
r{, tempo 4
PR tempo
A AQ polinomial
' 0 (N"")
ar-aprox
r-aprox.
Sol(I)
abe(r) & g T ®
fempo /(1 ) °< tempo t 0 (u*"®
olinomial empo O (n_ -
! 2 tam. O ( nab(l))

tam. O ( nab(‘(r))
\ g(L 5) 0 (N

Razio aprox. r

3 - - &
Razao aprox. ar €



Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

Reducdo (f, g): para todo r > 1 racional

e f, e g.. funcdes computdveis tempo polin. no tam de suas instancias
° Instancia Ide P, = f,(I) é uma instancia de P,
e g.(I,S) é solugdo de Tem P; <« Solugdo S de £.(I) em P,

e tal que, para toda instdncia I de P; e toda solugdo S de f,.(I) em P,

P1 <. P»: Redugdo Co (continua forte) (f, g, a>1)
> [ Re(f(1.5) <r = Re(Lg(S) < a-r|

P1 <., P»: Redugdo AP (f,g,a>1)
> | Re,(£(1),S)<r = Rp(Lg(LS) <1+ a-(r—1)

P <t P2 = P1<eP2 = P1<cPy

I:)1 Sap P2 = Pl Sco P2



Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

> [P1 < Py e P,€APX = P c APX]

> ]Pl <w P2 e P,epoly-APX = P € poly—APX‘

> |P1<co P2 e PyclogAPX = P € log-APX|

>’p1< P, e P,cPTAS = PlePTAs\

>ap

> P <oP2 e P3<,oP3 = P1<,oP3
> Pl Sap P2 € PZ Sap P3 = l:)1 Sap P3
» Pi <stric P2 = P1<eP2 = Pi1<cP>

Pl Sap P2 = Pl <co P2

Pl Sptas P2



NPO-completude e APX-completude

NPO-dificil e APX-dificil
> Problema P, é NPO-dificil

se Py <co Py, VP, € NPO

Problema P, é poly-APX-dificil se P; <., P2, VP; € poly-APX
Problema P; ¢é log-APX-dificil se P; <., P2, VP; € log-APX

se Py <., P2, VP, € APX

Problema Py é APX-completo se é APX e APX-dificil

>

4

» Problema P, é APX-dificil
>

>

Problema Py é NPO-completo se é NPO e NPO-dificil

Conclusdes (se P # NP)

> Py é

NP O-dificil

> P, ¢ poly-APX-dificil

> P, ¢
> P, ¢

log-APX-dificil
APX-dificil

=
=
=
=

P, ¢ poly-APX
P, ¢ log-APX
P, ¢ APX

P, ¢ PTAS



NPO-completude e APX-completude

» Problema P, é NPO-dificil se P <., P2, VP € NPO
» Problema P, é poly-APX-dificil se P; <, P2, VP; € poly-APX
» Problema P; é log-APX-dificil se P; <, P2, VP; € log-APX

» Problema P, é APX-dificil se Py <,p P2, VP € APX
Conclusoes
> P; < P> P1 € NPO-dificil = P, € NPO-dificil

e
> Py <, P2 e Pj € poly-APXdificil = P3 € poly-APX-dificil
> P; <o P2 e Pje€log-APXdificil = P, € log-APX-dificil

> Py <;p P2 e P;e APXddificil = P, € APX-dificil
>

MaxSAT, BinPacking, MaxCut, MinCV, TSPM s3do APX-completos
[Papadimitriou, Yannakakis'91]

TSP é NPO-completo [Orponen, Mannila'87]
Clique é poly-APX-completo [Bazgan et al.'05]
> Set Cover é log-APX-completo [Escoffier, Paschos'06]

vy



Classes de Aproximabilidade - Relagdes, se P = NP

NPO: TSP ¢ poly-APX (j4 visto)
PO: Menor Caminho, Arvore Geradora Minima (MST).
APX: Bin Packing & PTAS, pois é (1.5 — €)-inaproximavel.

poly-APX: MaxClique, MinColor ¢ log-APX, pois s3o n'~¢-inaprox.
(Zuckerman'06)

log-APX: Set Cover ¢ APX, pois é (1-¢) In n-inaprox. (Moshkovitz'15)
PTAS: Escalonamento Minimo ¢ FPTAS.
FPTAS: Problema da Mochila ¢ PO, pois é NP-Dificil.

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO




Exemplo de Reducdo: Subset-Sum <.+ Mochila

® ®
1 2 3 4 5
5 1 pesos =[2,5,5,8,11
U= {2,558 11} pesos =[2,5,58, 11]
f valores =[2,5,5,8, 11]
T =179 > | capacidade = 17,9
o ) Objetivo: Obter subconjunto de itens com
Objetivo: obter subconjunto de valor méximo e peso < capacidade
U com soma maxima < T

U'={511} é Itens = {2, 5}

_—
g

FPTAS <«gmm  FPTAS



Exemplo de Reducdo: Clique <4+ Independent Set

» Clique <,, Independent Set
» Independent Set <,, Clique

Sst Independent Set 7{ s Vertex Cover
a

14 & 2

Grafo G (no problema Clique) Grafo E(ﬂﬂ problema Conj. Independente) Grafo E(no problema Vertex Cover)
_ g s g
C=1{1,4,5,6} «<— 1={L456 Cob=12.3,7)
clique > conj. indep.

Redugdo funciona para NP-Completude
de Vertex Cover. Mas niio é uma

1—g - . reduco approximation-preserving
nl=¢-inaprox [ = nl~%-inaprox (nem mesimo redugio continia)

p/todo £ >0



Exemplo de Reducdo: Set Packing <+ Independent Set

Set Packing < Independent Set

__st
U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

eS,={1,2,3)
S,=1{1,2,3,4}
S,=(2,3,4,5) f
Sy=13,4,5

oS5= 14, 5,6
Se= {5, 6,7,
S;= 16,7, 8

*Sg= {7, 8,9

g
Pack={S,S,S} <



Exemplo de Reduc3o: Independent Set <+ Set Packing

Independent Set < Set Packing

—st
U = {12, 13, 23, 24, 25, 36, 37, 47, 57, 67}
S, ={12,13}

S,={12,23, 24,25}
f S, = {13, 23, 36, 37}

D —> |S,={24,47}
S. = {25, 57}
S¢= {36, 67}
S, = {37, 47,57, 67}
Grafo G (no probl Conj. Independente)
1=1{1,4,5,6} & Pack={S,S,, S., S}
conj. indep. . 42750 %
) . n'~%-inaprox
MNP gz
n = |V(G)| Wtodoe =0

n = num. conjuntos



Exemplo de Reducdo: Domination <+ Set Cover

(U={1,2, ... 6
2 3 4 S1={1,2,5}

1 ¢ S,={1,2, 3,5

——> 5321234, 6)

5 6 Sy =13, 4}

S5={1, 2,5, 6}
Sg=1{3, 5, 6}

D={3,5) €—>—— C={Sy Sy
ﬁ

g
Grau maximo A=3 Frequéncia maxima = A+1 =4
(no vértice 2, por exemplo) (no elemento 2, por exemplo)

Algoritmo (A+1) - aprox « Algoritmo freq-aprox
Algoritmo (In n + 1)-aprox Algoritmo (In n + 1)-aprox



Exemplo de Reducdo: Set Cover <4, Domination

U={a, b, c, d, e}]
Sy ={a, b, c} f

S, ={a, b} —>
Sz =1{b, c, d}
S4={c, d, e}

C={S1, Sy} <—

Podemos assumir que niio ha um
elemento x em todos os conjuntos

N=U|
p/ todo & > 0

b ¢ d e

D ={a, b, 4}>
D={1,4}
Grafo split (clique + indep)

N =0(G) = tam. maior conjunto
independente

Nio existe algoritmo (In N - g) - aprox ‘ Nio existe algoritmo (In 0(G) - €) - aprox

polinomial

polinomial



Exemplo de Reducdo: Set Cover <+ Hitting Set

U=1{1,234,5} (U = {a,b,c}

S=1{{1,2,3, f S 5= {{a}, {a, b},
{2,3,4}, {a, b, c},
(345} b {eh

c={{123}, <> T={ac)

{3’ 47 5} } = transversal

N=[U| p/todo & >0

Niio existe algoritmo (In N - €) - aprox * Nio existe algoritmo (In ‘S/ | - €) - aprox

polinomial polinomial



Exemplo de Reducdo: Hitting Set <4+ Set Cover

U ={abc} | (U= {1,2,3, 4,5}
S ={{a},{a b}, fE S'=1{{1.,2,3},
{a7 b7 C}? {2? 37 4}?
{b, C}’{CE {3,4,5}}
_ 2 ={{1,2,3}
T_{a’ C} 6 C {{ IR g
transversal —= {3’ 4’ 5}}

Tam. s conj max. =3 % Freq mixima =3

(do elemento 3)

Algoritmo s-aprox

« Algoritmo freq-aprox
Algoritmo (In |S| +1)-aprox Algoritmo (In |U'| +1)-aprox



