Reducdo AP (a principal redugdo para aproximabilidade)

Figure: Livro “Complexity and Approximation” de Ausiello et al.
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Algoritmo Aproximativo (Def. padrdo versus alternativa)

DEFINICAO: | Dada uma instancia I e uma solucio S € Sol(I), seja

R(I,S) = max{ opt(l Vae(s)} > 1( performance ratio )

val(S)’ opt(I)
(raz3o de aproximago)

Um algoritmo A para um problema de otimizaggo é ‘ a>1-aproximativo

se produz uma solugdo A(I) tal que R(I, A(I)) < « para toda instancia I.

Ou seja, um algoritmo tem fator de aproximag¢do o se sempre
produz uma solu¢do com razdo de aproximagdo < « (nessa definicdo alternativa).

Problemas de minimiza¢do = Defini¢des coincidem (mesmo fator de aproximagdo)
Problemas de maximizagdo = Defini¢des divergem (fatores de aproximagdo inversos)
Alg. 0.5-aprox MaxSAT-Johnson = 2 - aprox (defini¢do alternativa)

Alg. 0.75-aprox MaxSAT-GW = (1.333)-aprox (defini¢go alternativa)

Alg. 0.878-aprox MaxCut-GW = (1.138)-aprox (defini¢cdo alternativa)

Alg. 0.931-aprox Max2SAT-FG = (1.074)-aprox (definicdo alternativa)
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Classes de Aproximabilidade

NPO: Problemas de otimizac3o tais que toda solucdo tem um tamanho
limitado por um polindmio no tamanho da instancia e nos quais
podemos, em tempo polinomial, reconhecer instancias e solucdes de
instancias, bem como calcular valores de solug¢des.

PO: Problemas NPO com algoritmo exato polinomial.

APX: Problemas NPO com algoritmo poli a-aprox. para « constante.

poly-APX: Problemas NPO com algoritmo de tempo poli a(n)-aprox.
para fungio polinomial a(n) = O(n*), onde k = const e n = (I).
log-APX: idem, mas fun¢&o logaritmica a(n) = O(log n).

PTAS: Problemas NPO que tem PTAS (esquema de aproximagdo em

tempo polinomial): algoritmo A, polinomial em (I) que retorna solug¢do
satisf. R(I, A.(I)) <1+ ¢, p/ cada racional € > 0 e instancia I.

FPTAS: Problemas NPO que tem FPTAS (esquema de aproximacdo em
tempo completamente polinomial): PTAS polinomial também em 1/e.

]Po C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO\




Classes de Aproximabilidade - Exemplos

NPO: Caixeiro Viajante (TSP)

PO: Menor Caminho, Arvore Geradora Minima (MST).

APX: Bin Packing, Vertex Cover, Caixeiro Viajante Métrico (TSPM).
poly-APX: MaxClique, MinColor, pois tém alg. n-aprox.

log-APX: Set Cover, pois tem alg. (Inn+ 1)-aprox.

PTAS: Escalonamento Minimo, Caixeiro Viajante Euclidiano (TSPE).
FPTAS: Problema da Mochila.

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO|




Classes de Aproximabilidade - Relagdes, se P = NP

NPO: TSP ¢ poly-APX (j4 visto)
PO: Menor Caminho, Arvore Geradora Minima (MST).
APX: Bin Packing & PTAS, pois é (1.5 — €)-inaproximavel.

poly-APX: MaxClique, MinColor ¢ log-APX, pois s3o n'~¢-inaprox.
(Zuckerman'06)

log-APX: Set Cover ¢ APX, pois é (1-¢) In n-inaprox. (Moshkovitz'15)
PTAS: Escalonamento Minimo ¢ FPTAS.
FPTAS: Problema da Mochila ¢ PO, pois é NP-Dificil.

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C NPO




Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,
Redugdo Py <g P,: par (f,g)
> f e g: fungbes computdveis tempo polin, no tam de suas instancias

> Instancia Ide P, = f(I) é uma instancia de P,
» g(I,S) é solugdo de I em P; <« Solugdo S de f(I) em P,

P <x P>
I £ f(I)
[ ] [ ]
Conjunto de tempo
instancias polinomial
A Az
tempo
polinomial
Sol(I) o g o

Satisfaz condigdes
g(L5) S

da redugao R




Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

e f e g: fungdes computaveis tempo polin. no tam de suas instancias
° Instdncia I de P, = f(I) é uma instancia de P,

e g(I,S) ésolugdode I em P; <« Solugdo S de f(I) em P,

e tal que, para toda instdncia I de P; e toda solugdo S de f(I) em P,

P1 <strict P> Redugdo strict (f, g)
> ‘sz(f(l)vs) <r = Rp(Lgs)) < r‘

Py <¢ P,: Redugdo continua (f, g, a>1)
> | Rp,(F1),S)<r = Rp(Lg(S)) < a-r|

Py <g P>: Redugdo E (relativa ao “erro”) (f, g, a>1)
> | Rp,(F(1),S)<r = RpLgs) -1 <a(r—1)
» P1<stri« P2 = P1<eP2 = Pi1<cP




Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

> [P1<cP, e P, APX = P cAPX]
e P1<cP2 e PLZAPX = P,¢ APX

> |[P1<eP; e P,cPTAS = P cPTAS|
e P1<eP, e Pi¢ZPTAS = P,¢ PTAS

> ]Pl <gP, e P,c FPTAS = P, c FPTAS\
e P1<eP, e Pi ¢ FPTAS = P, ¢ FPTAS

> P1<cP2 e P<cP3 = P1<cP3
> P <gP; e Py<gP3 = P;1<eP;



PROVA: P; <, P2 e P, € APX = P; € APX

Pi <eo

P

tam. O(na(r))

tam. n (/; & a) a)
I f f (I) tempo O(n""”’)
. LS > .
Conjunto de tf:mpol
nstancias polinomial
0 (N'®)
r{, tempo 4
PR tempo
A AQ polinomial
' 0 (N"")
ar-aprox
r-aprox.
Sol(I)
abe(r) & g T ®
fempo /(1 ) °< tempo t 0 (u*"®
olinomial empo O (n_ -
! 2 tam. O ( nab(l))

tam. O ( nab(‘(r))
\ g(L 5) 0 (N

Razio aprox. r

3 - - &
Razao aprox. ar €



Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

Reducdo (f, g): para todo r > 1 racional

e f, e g.. funcdes computdveis tempo polin. no tam de suas instancias
° Instancia Ide P, = f,(I) é uma instancia de P,
e g.(I,S) é solugdo de Tem P; <« Solugdo S de £.(I) em P,

e tal que, para toda instdncia I de P; e toda solugdo S de f,.(I) em P,

P1 <. P»: Redugdo Co (continua forte) (f, g, a>1)
> [ Re(f(1.5) <r = Re(Lg(S) < a-r|

P1 <., P»: Redugdo AP (f,g,a>1)
> | Re,(£(1),S)<r = Rp(Lg(LS) — 1 < a-(r—1)]

P <t P2 = P1<eP2 = P1<cPy

I:)1 Sap P2 = Pl Sco P2



Reduc3o entre Problemas NPO P; e P,

> [P1 < Py e P,€APX = P c APX]

> ]Pl <w P2 e P,epoly-APX = P € poly—APX‘

> |P1<co P2 e PyclogAPX = P € log-APX|

>’p1< P, e P,cPTAS = PlePTAs\

>ap

> P <oP2 e P3<,oP3 = P1<,oP3
> Pl Sap P2 € PZ Sap P3 = l:)1 Sap P3
» Pi <stric P2 = P1<eP2 = Pi1<cP>

Pl Sap P2 = Pl <co P2

Pl Sptas P2



NPO-completude e APX-completude

NPO-dificil e APX-dificil
> Problema P, é NPO-dificil

se Py <co Py, VP, € NPO

Problema P, é poly-APX-dificil se P; <., P2, VP; € poly-APX
Problema P; ¢é log-APX-dificil se P; <., P2, VP; € log-APX

se Py <., P2, VP, € APX

Problema Py é APX-completo se é APX e APX-dificil

>

4

» Problema P, é APX-dificil
>

>

Problema Py é NPO-completo se é NPO e NPO-dificil

Conclusdes (se P # NP)

> Py é

NP O-dificil

> P, ¢ poly-APX-dificil

> P, ¢
> P, ¢

log-APX-dificil
APX-dificil

=
=
=
=

P, ¢ poly-APX
P, ¢ log-APX
P, ¢ APX

P, ¢ PTAS



NPO-completude e APX-completude
NPO-dificil e APX-dificil

>

>
>
>
>
>

Problema P, é NPO-dificil se P1 <, P2, VP € NPO
Problema P3 é poly-APX-dificil se P; <,, P2, VP; € poly-APX
Problema P; é log-APX-dificil se P; <., P2, VP; € log-APX
Problema P, é APX-dificil se P1 <,p P2, VP € APX
Problema P, é APX-completo se é APX e APX-dificil
Problema P, é NPO-completo se é NPO e NPO-dificil

Se considerarmos s6 r grande: <., = <,

>

>
>
>
>

Rp(1,8(1S) < a-r = Rp—1<ar—1 < ar
Rp,—1<ar<ka(r—1) para k >-1 = 1+ -1
Re(Lg(LS) < 1+4+( 2 )oa-(r—1), ser>2
Rp(1g(LS) < 14+ (1+1)-a-(r—1), ser>1+e¢

Conclusdo: apesar da redugdo continua ser mais “relaxada” (6timos em P, ndo precisam

levar a étimos em Py), em geral podem ser transformadas em Redu¢do AP com ajuda das

funcdes g e g~ que levam solucdes de um problema para outro, relacionando seus valores.



NPO-completude e APX-completude - Reducdo AP

| 4
>

Problema P, é NPO-dificil se P; <, P2, VP; € NPO
Problema P; é poly-APX-dificil se P; <,, P2, VP; € poly-APX

> Problema P; é log-APX-dificil se P; <., P2, VP; € log-APX

» Problema P, é APX-dificil se Py <,p P2, VP € APX
Conclusoes

> Py <ap Py P1 € NPO-dificil = P, € NPO-dificil

>
>
4
>

vy

e
P1 <ap P2 e Py € poly-APX-dificil = P, € poly-APX-dificil
P1 <ap P2 e Pj € log-APXdificil = P € log-APX-dificil
P1 <ap P2 e Py e APXdificil = P, € APX-dificil

MaxSAT, BinPacking, MaxCut, MinCV, TSPM s3do APX-completos
[Papadimitriou, Yannakakis'91]

MaxWeighted-SAT, TSP sdo NPO-completos [Orponen, Mannila'87]
Clique é poly-APX-completo [Bazgan et al.’05]
Set Cover é log-APX-completo [Escoffier, Paschos'06]



NPO-completude versus exp-APX-completude

>
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Classe exp-APX: problemas NPO que tem algoritmo de tempo

. . . ~ . k
polinomial com fator de aproximagdo exponencial O(2") para
alguma constante k, onde n é o tamanho da instancia do problema.

E possivel provar que todo problema NPO tal que toda instancia é
vidvel (ou seja, tem alguma solugdo) pertence a exp-APX.

Por outro lado, problemas NPO nos quais decidir se uma instancia é
vidvel é NP-dificil ndo estdo em exp-APX, se P# NP.

’ PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly-APX C exp-APX C NPO
Problema P; é exp-APX-dificil se P; <., P2, VP; € exp-APX
Problema P, é exp-APX-completo se é exp-APX e exp-APX-dificil

TSP* é exp-APX-completo: versdo com grafo completo, pois
sempre tem uma solu¢3o.
TSP é NPO-completo [Orponen, Mannila'87]: versdo com grafo ndo

necessariamente completo, pois decidir se possui um ciclo
hamiltoniano é NP-dificil.



Redugdo AP: MinWeighted-SAT <,, MinProglLinear01

Instancia de Minimum Weighted Satisfiability

> Satisfazer a férmula obtendo peso minimo nas varidveis verdadeiras.
> (Vi Vus) A (uuVus) AN (Vi Vig)
» Varidveis uy, Uy, us, Uy € Us com pesos 6, 5, 4, 3 e 2

Instancia de Minimum {0, 1}-Linear Programming
» Minimizar 6x; + 5xo + 4x3 + 3x4 + 2x5 restrito a
> xp+(1—x)+x3>1
> x4 x> 1
> o+ (1-x)+(1—-x)2>1
Melhorando:
» Minimizar 6x; + 5xo + 4x3 + 3x4 + 2x5 restrito a
X1 — X2 + X3 Z 0
Xa + X5 2 1
X0 —x3— X3 > —1

>
4
>
» MinProglLinear01 e MaxProgLinear01 sao NPO-Completos



Redug¢do AP: Independent Set <,, Max Ps-convex Set

Conjunto
Independente 1234567

a 12 13 23 24 25 36 37 47 57 67
strict 12 13 23 24 25 36 37 47 57 67

Clique

Objetivo: conjunto maximo de vértices que nao infectam
outros vértices, onde um vértice ¢ infectado se tem dois
ou mais vizinhos infectados.
Se tem mais de 1 vértice, todos sao de cima,

g representando vértices do grafo original

I={1,4,5,6} e Convex Set={1,4,5, 6
conj. indep. 456

Podemos assumir que o grafo G ¢ conexo

mesmo em grafos split:

poly-APX-Completo ‘ poly-APX-Completo

pois € poly-APX (algoritmo trivial)



Redug¢do AP: Independent Set <,, Max Ps-convex Set
1 (1 »

ndetente 1234567

12 13 23 24 25 36 37 47 57 67
> 12 13 23 24 25 36 37 47 57 67
Conjunto

independente \\] /% \\\]//

Objetivo: conjunto maximo de vértices que nao infectam
outros vértices, onde um vértice ¢ infectado se tem dois

ou mais vizinhos infectados. Se tem mais de 2 vértices, no
maximo 1 do meio e nenhum de baixo. O resto sao todos

Podemos assumir que o grafo G ¢ conexo

g de cima (representando vértices do grafo original)
I=11,4,5,6; €——  ConvexSet={1,4,5,6, 12}

conj. indep. 5

1

g

opty opt; — 1 opty opt, — 1 valy
Rp, (I ,S) = —~ = =2 - - 2. (Z= . "7

Pl( & (1,9)) valy val, — 1 valy ( opty val, — 1

= Rey(Lg(1,5)) <2 Re,(£(1),S) = Reducdo co

RP1 (I,&(1,9) -1 =

opt; — valy _ opty — valy _ opty — val, ( valy )

valy T oval,—1 valy val, — 1

= Rp,(Lg(1,5) <1 + 2- (Rpy(fi(1),S) — 1) = Reducio AP



Redug¢do AP: Independent Set <,, Max Ps-convex Set

ndetente 1234567

12 13 23 24 25 36 37 47 57 67
> 12 13 23 24 25 36 37 47 57 67
Conjunto

independente \\] /% \\\]//

Objetivo: conjunto maximo de vértices que nao infectam
outros vértices, onde um vértice ¢ infectado se tem dois
ou mais vizinhos infectados. Se tem mais de 2 vértices, no
maximo 1 do meio e nenhum de baixo. O resto sao todos
de cima (representando vértices do grafo original)

B g
I1={1,4,5,6} e Convex Set={1,4,5,6, 12}

conj. indep. 5

Podemos assumir que o grafo G ¢ conexo

mesmo em grafos bipartidos:

poly-APX-Completo ‘ poly-APX-Completo

pois € poly-APX (algoritmo trivial)



Reducdo AP: Set Cover <,, Min Ps-interval Set

U= {'ul. U2, u3,Uq, LL5}
i = {’ltl,-’lt‘zf u3}
SQ = {'ltl,UQ}

Sy = {ug, uz, ug}
Sy = {us, us,us}

DD = {S1, 5S4, x1, 20, T3, T4, ¥y} D
C= {81’ 84} e DD = {51, 54, 1,72, 3, 24}
ﬁ

g

val; — opty valy — opty valy — opty opty
RF’1(Ivgf(Ias))_1 = = = :
opt1 optry — 4 opty opt, — 4

= Rp,(1,g(1,5) <1 + 5-(Rp,((I),S) — 1) = Reducdo AP, pois opt, > 5



Reducdo AP: Set Cover <,, Min Ps-interval Set

U = {ul. us, 1L3,U4,U5}
i: {ulau%ufi}
Sy = {uy,us}

Sz = {U2~, u:}-,'u4}
Sy = {u3,ug,us}

DD = {51,54,17171*2,:133,1:4, y1} D
C= {81, 84} <€— DD= {81, Sy, 21,20, 23, 24}
_—

1
o
)

mesmo em grafos bipartidos:

log-APX-dificil mmPp  log-APX-dificil



Redugdo L (linear) entre Problemas NPO P; e P;

> f e g: fungdes computdveis tempo polin, no tam de suas instancias
> Instancia I de P;

= f(I) é uma instancia de P,
» g(I,S) é solugdo de T em P,

< Solugdo S de f(I) em P,
Py <, P;: Redugdo L (f, g,a, ) de Py para P,
> se optp,(f(I)) < o optp (1), e

> se |optp,(I) — VafPl,I(g(hS))‘ <p- ‘Opth(f(I)) —valp, r1)(S)

Fatos importantes:

> P1<sric P2 = P1<eP2 = P1<cP>

P1<px P2 = P1<,oP2
P <. P = P1 <pras P2
Pi<.P; e PLe APX = P; <, Pz‘




PROVA: P1 <L P2 e P1 € APX = P1 Sap P2

» P; <; P, = existem fun¢des f e g polinomiais.
> P, <; P, = opta <a-opt; e |opty —valy] < [3-|opty — valy|.
> P; € APX = existe algoritmo Ay poli (y>1)-aprox.

» Se P; é de minimizag3o:

val 2

valy — opty < 5 ‘1 B

< |Opt2 — va£2
opt; - opty/a

Rl_l — < OLB (Rz 1)

» Se P; é de maximizacdo: tome g’(S) o melhor entre g(S) e Az (1y)

opt; — valy < |opt; — valq]

Ri—1=
! valy - opt1 /7y

<afy-(R2—1)




Reducdo AP: MaxCut <,, Max-3SAT

>

>

>

v
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Seja G instancia de MaxCut. Fungdo f: p/ cada vértice u e cada
aresta e de G, crie varidveis x, e x. em Max-3SAT.

Para cada aresta e = uv de G, crie 5 cldusulas em Max-3SAT:

Xy VX, VXe, XgVXyVXe, XyVXyVXe, XyVXyVXe, Xe-
Funcao g: Dada atribuicdo V ou F as varidveis em Max-3SAT,
podemos obter uma “igual ou melhor” tomando x, = x, ® x, para
cada aresta e = uv (satisfazendo pelo menos 4 entre 5 clausulas).
Assuma entdo que tem esta forma “candnica”. Seja (A, B) o seguinte
corteem G: ue€ Ase x, éV; cc. ue B.

Note que x. € V se e sé se a aresta e passa o corte. Além disso, cada
corte (A, B) em G define atribuicdo em Max-3SAT (fungdo g~ 1).
Logo: valy = valy, —4|Eg| e opt; = optr — 4|Eg|.

Pelo algoritmo MaxCut-Erdés: opt; > |Eg|/2.

Portanto: opty = opty + 4|E¢g| < opt; + 8opt; =9 - opt;. (a=09)
Além disso: opt; — valy = optr — vals. (B=1)
Entdo é Reducao L. Como MaxCut € APX, entdo é Reducao AP.



Redugdo AP: Max-2-SAT(3) <., Min Ps-hull Set

(z1V x2) (r1 VT3) (T1 Va) Max-2-Sat(3) ¢ APX-dificil

Clausulas com no maximo 2 literais

Literais negativos em exatamente 1 clausula
Literais positivos em 1 ou 2 clausulas

| k variaveis e m clausulas

Grafo G construido
¢ bipartido e tem
23k + 2m vértices

Formula ¢ satisfativel
se e sO se

h(G) =9k +m

T T2

Bom hull set S: vértices de grau 1, vértices de clausulas ¢ vértices de literais. [S| = 9k +m + X(S)

g(I, S) retorna atribuigio dos vértices de literais. X(S): mimero de vértices de clausulas.
g(I, S) satisfaz m-X(S) clatsulas, |[S| - [S*| = X(S)-X(S*) = (m-X(S*)) - (m-X(S))l

N

5% = Okrm+X(5¥) < 9k 2m < 20m <40 XS, | Loic i <om e mox(sH> m2

0=40, p=1

Redugio L




