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Abstract
Comparing the complexity of different combinatorial op- < N 0
inapproximability |completeness

timization problems has been an extremely active research classes app! i mp
area during the last 23 years. This has led to the defini- NPO
tion of several approximation preserving reducibilities and
to the development of powerful reduction techniques. We poly-APX <L =aP
first review rthe main approximation preserving reducibili- ]Og. APX -
ties that have appeared in the literature and suggest which
one of them should be used. Successively, we give some APX <PTAS
hints on how to prove new non-uppmximabiliry results by R

wphasizing the most hnigues among the new Table 2. The three candidates

ones that have been developed m the last few years.

‘We want to conclude by recalling that, whenever no
problem has been found that is reducible to the target

1. Introduction problem A, there is still another possibility: the non-

. N i ili A may be derived directly from
What is It that makes algorithms for differ- approximability result for Y. v Y

ent problems behave in 3‘5 same way? Is the PCP theorem (or from one of its variations [9]) by mak-
there some stronger kind of reducibility than ing_ use, for instance, of the gadget method introduced in [9]
the simple polynomial reducibility that will ex- (this method has the advantage that the gadgets can be con-
plain these results, or are they due to some structed automatically [43]). This alternative may be sum-
structural similarity between the problems as marized in the following statement (which is a slight modi-
we define them? fication of a motto that has been used in the 80s):

David S. Johnson [26] real men reduce from PCP!
1997

"real programmers use Assembly"



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINICAO: Um problema de decisio L € PCP. 4[r(n), g(n)] se tem um
verificador 1V polinomial (probabilistico) que, para toda instancia I de L:

a.

o

vvyVvyVvYyyvYyy

dada uma prova m: V I€ a instancia I, recebe uma palavra aleatdria
R com r(n) bits e, de forma n3o-adaptativa, 1& g(n) bits de 7 e
decide se aceita ou rejeita.

Sel é SIM em L: existe 7, P(V(I,7) =1)
Se I é NAO em L: para todo 7, P(V(I,7) = 1)

> C  (completeness)
<

S (soundness s < c)

Em portugués, é comum usar “certificado”, ao invés de “prova”, que usaremos mais.
Padrdo c = 1 : Probabilidade de aceitar uma prova correta.
Padrdo s = 1/2: Probabilidade de aceitar uma prova errada.
Randomness complexity r(n),  Query complexity q(n)

Proof complexity q(n) - 2"("). Podemos assumir que as provas tem no miximo esse tamanho

A probabilidade é sobre a palavra binaria aleatéria R (de tam. r(n))



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINICAO: Um problema de decisio L € PCPc,s[r(n), q(n)] se tem um verificador V' polinomial (probabilistico) que, para toda
instancia I de L:

a.

dada uma prova 7: V & a instancia I, recebe uma palavra aleatéria R com r(n) bits e, de forma n3o-adaptativa, 1& g(n) bits de
7t e decide se aceita ou rejeita.

b. SeléSIM em L: existe w1, P(V(I, w) =1) > c (completeness)
c. SeléNAO em L: paratodo m, P(V(I, ) = 1) < s (soundness s < c)
Padrio ¢ = 1 : Probabilidade de aceitar uma prova correta. Padrio s = 1/2: Probabilidade de aceitar uma prova errada.
Proof complexity q(n) - 2’("). Podemos assumir que as provas tem no maximo esse tamanho
Exemplos de classes PCP
> P = PCPL() [0, 0] Tempo polinomial sem aleatoriedade e sem prova.
» P = PCP [07 0] Idem: sem aleatoriedade, é certeza de sim (1) ou de n3o (0)
> P = PCP[|Og n, 0] Podemos gerar todos os R;'s e simular o verificador
> P = PCP[Q7 |Og n]. Podemos gerar todas as provas e testar no verificador
» NP = PCP; [0, poly(n)] = PCP[logn, poly(n)], onde
_ k
poly(n) = U2, O(n)
» NP D PCPJlogn, O(1)]



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINICAO: Um problema de decisio L € PCP¢ s[r(n), g(n)] se tem um verificador V polinomial (probabilistico) que, para toda
instancia I de L:

a. dada uma prova 7: V & a instancia I, recebe uma palavra aleatéria R com r(n) bits e, de forma nio-adaptativa, 1& g(n) bits de
7 e decide se aceita ou rejeita.

b. SeIéSIM em L: existe 7, P(V(I, 7) =1)

¢ (completeness)
c. SeléNAO em L: para todo m, P(V(I, 7) = 1) s

>
< s (soundness s < c)

Padrdo ¢ = 1 : Probabilidade de aceitar uma prova correta. Padrdo s = 1/2: Probabilidade de aceitar uma prova errada

Proof complexity q(n) - 2’("). Podemos assumir que as provas tem no maximo esse tamanho

Exemplos de classes PCP

> ZPP = PCPy, [poly(n),0] ZPP = RPN coRP
» RP = PCPy), ¢ [poly(n),0]

» coRP = PCPy 1,2 [poly(n),0] RP = co-RP ?

» BPP = PCI:’2/37 1/3 [poly(n),O]‘ BPP = co-BPP.

> BPP = PCPy/,. 1. [poly(n),0. BPP DO RP U coRP
> BPP =P ?



Teorema PCP - Hierarquia de classes (se P#NP)

PSPACE

BPP
coRP

ZS

ZPP

Q
S

Problemas de decisao

RP

NP co-NP

Problemas de otimizacao

NPO
exp-APX
poly-APX
log-APX
APX
PTAS




Decisdo x Otimizacdo: Reducdo Gap

Problema de decisédo Problema de otimizagao

Ciclo Hamiltoniano < Caixeiro Viajante (TSP)
“gap

_—

aprox

) aprox

. Grafo G' completo
Grafo G 1
alo & smmples fﬁ Arestas originais:  peso 1

(sem pesos) "
Arestas novas: peso 2

Conclusio: Nio existe algoritmo poli. (2"/n)-aproximativo para TSP,
a menos que P=NP, onde # é o nimero de vértices de G.



Decisdo x Otimizacdo: Reducdo Gap

Problema de decisédo Problema de otimizagao

Parti¢cao < Bin Packing

Multiconjunto de inteiros (soma S) Itens com pesos = inteiros
Particionar em dois multiconjuntos ﬁ Caixas com capacidade S/2
que somam S/2 Ntmero minimo de caixas

aprox

Conclusao: Nio existe algoritmo poli. (3/2 - €) - aproximativo para BP
a menos que P=NP.



Decisdo x Otimizacdo: Reducdo Gap

Problema de decisado Problema de otimizagao

MaxSAT

aprox
\ apmx

Férmula logica @ ﬁ Formula logica @
= namero de clausulas

Conclusao: Nao existe algoritmo poli. (1 - 1/m +€) - aproximativo
para MaxSAT a menos que P=NP.




Decisdo x Otimizacdo: Reducdo Gap

Prob. decisdo NP-Completo Problema de otimizagao
L € PCP, [logn, O(1)] \ Max-PCP-L
§<c¢ sap

aprox

\ Do

Instancia [. Solucdes sio provas 7 del.
Instancia | ﬁ Taler(t) = fragdo de Rj's aceitos pelo verificador
Computavel poli.: gerar todosR S em tempo
polinomial e executar VE:IlﬁCadOI em tempo poli.

Conclusao: Nao existe algoritmo poli. (S/ C +8) - aproximativo
para Max-PCP-I. amenos que P=NP.



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINICAQ: Um problema de decisio L € PCP. ([r(n), g(n)] se tem um
verificador V polinomial (probabilistico) que, para toda instancia I de L:

a. dada uma prova 7: V |€ a instancia I, recebe uma palavra aleatdria
R com r(n) bits e, de forma n3o-adaptativa, 1& g(n) bits de 7w e
decide se aceita ou rejeita.

Sel éSIM em L: existe 7, PV, 7)=1)
Se I é NAO em L: para todo 7, P(V(I,7) = 1)

o

C  (completeness)

0
IN IV

S (soundness)

Valores padrdo: c =1es=1/2

Aqui assumimos que a prova (ou certificado) 7 tem tam. polin. no tam. n da instancia I
A probabilidade é sobre a palavra binaria aleatéria R (de tamanho r(n))

P = PCPy, [0,0] = PCP[0,0] = PCP[logn,0] = PCP[0,logn]

NP = PCP1, [0, poly(n)] = PCPllogn, poly(n)], onde poly(n) = U2, O(n*)

vVvVvYyyvyy

Teorema PCP (Arora et al, 1998): [NP = PCP [ O(logn), O(1) |




Teorema PCP - Melhorias

DEFINICAO: Um problema de decisio L € PCP, s[r(n), q(n)] se tem um verificador V polinomial
(probabilistico) que, para toda instincia I de L:

a.

Teo.
Teo.
Teo.
Teo.

Teo.

dada uma prova m: V @ a instincia I, recebe uma palavra aleatéria R com r(n) bits e, de
forma n3o-adaptativa, 18 g(n) bits de 7 e decide se aceita ou rejeita.

SeT6SIM em L: existe 7, P(V(I,w)=1) > c (padrio c = 1 )
Se I é NAO em L: para todo 7, P(V(I,7) = 1) < s (padrio s = 1/2)
PCP (Arora et al, 1998): [NP = PCP [ O(logn), O(1) ]|
PCP: NP = PCPq, ¢32 [ O(logn), 9]

PCP: NP = PCPy, .76 [ O(logn), 3]

PCP: NP = PCPy.g9, 051 [ O(logn), 3]

PCP (Hastad, 2001): NP = PCP;__ 1,5, [O(logn),3],Ve > 0.

Além disso, apds ler 3 bits i1, i, i3 da prova 7, o verificador aceita se e s6 se Ty @ 7, © Wiy = b;,
para um certo bit de teste b; € {0, 1} que depende apenas de I e de R;.

(Ou exclusivo) m; @ m; @ mx = m; + 7; + Tk (mod 2)

(Ou exclusivo) mj & mj @ mx

(mi Vi V) A (m VTV TR A (T Y ) V) A (T VTGV )



(1/2 + ¢)-inaproximabilidade de MaxE3Lin-2

Teo. PCP (Hastad, 2001): NP = PCP;__ 1,2,. [O(logn),3],Ve > 0.
Além disso, apéds ler 3 bits i1, i, i3 da prova 7, o verificador aceita se e s6 se mjy B iy, © 7y = b;,
para um certo bit de teste b; € {0, 1} que depende apenas de I e de R;.

(Ou exclusivo) Ty @, Wy = wy + W, + (mod 2) =
= @y @ = (my Vi Vag)A(my VT, VL) A (T VT VTg) A (T V7, Vo)

Seja L um problema qualquer NP-Completo.

MaxE3Lin-2

>
>
>

VvV V. v vY

Instancia: Conj. equacdes lineares mod 2 com < 3 varidveis
Reducdo Gap de um problema L qualquer NP-Completo.
Construgdo: Dada I em L: para cada R;, sejam i1, ip, i3 as posi¢des
dos bits a serem lidos do certificado e seja b; o bit de teste. Crie 3
varidveis x; , X;,, Xi, € a equagao x; + x;, + X = b;.

Cada prova 7 de I leva a uma valoracdo das var. x's (e vice-versa).
1éSIM = 37 : > (1 — ¢€) dos R;'s sdo aceitos = > (1 — ) das equagdes sdo satisfeitas.

1éNAO = Vr: < (3 + €) dos Ri's sdo aceitos = < (1 + ) das equagdes sdo satisfeitas.

= MaxE3Lin-2 é (22 = (% + &’)-inaprox poli., se P#NP

l1—¢

MaxE3Lin-2 tem algoritmo %—aprox. pO|I (chuta valores para as varidveis)



(7/8 + ¢)-inaproximabilidade de Max3SAT

Teo. PCP (Hastad, 2001): NP = PCP;_. 1/5.. [O(logn),3],Ve > 0.

Além disso, apds ler 3 bits i1, i, i3 da prova 7, o verificador aceita se e s6 se Ty & 7, © miy = b;,
para um certo bit de teste b; € {0, 1} que depende apenas de I e de R;.

(Ou exclusivo) Ty @, Wy = wy + W, + (mod 2) =
= 7y @, @ = (my Vo, V) A(mg VT, VL) A (T VT VTR) A (T VT, Vo)

Seja L um problema qualquer NP-Completo.

Max-3SAT

>
>

vV vvVvyy

Reducdo Gap de um problema L qualquer NP-Completo.
Construcdo: Dada I em L: para cada R;, sejam iy, ip, i3 as posi¢des
dos bits a serem lidos do certificado e seja b; o bit de teste. Crie 3
varidveis x; , x;,, x;, € 4 cladsulas.

Cada prova 7 de I leva a uma atribuicdo das var. x's (e vice-versa).
Dada prova 7w de I: se R; € aceito, entdo 4 cldusulas sdo satisfeitas.
I1éSIM = 37 : > (1 —¢€) dos R;'s sdo aceitos = > (1 — ¢) das cldusulas sdo satisfeitas.
Ié6NAO = V7 : > (3 — €) dos R;’s ndo sdo aceitos = > (1 — ¢) - 1 das cldusulas nio

so satisfeitas = < 1 — (3 —¢) - 3 = Z2% das cldusulas s3o satisfeitas.

i
> = Max-E3SAT ¢ ({52)/8) — (£ + €')-inaprox poli., se P£NP

l1—¢
Max-E3SAT tem algoritmo %—aprox. poli. (MaxSAT-Johnson desaleat.)



(7/8 + ¢)-inaproximabilidade de Max3SAT

Prob. decisdo NP-Completo Prob. otimizagio Prob. otimizagio

L e pC cs[logn,3] \gap Max-E3Lin-2 gap Max-E3SAT

preserving

(.
c= producmg c'=1=

5= 1/Z+a ﬁ s'= (7+2¢)/8
) aprox

==

1 equagdo Xiy & Xj, & Xj; = b; f
para cada palavra aleatoria R;
onde i, i, j a0 os bits determinados por I eR, i
a serem lidos do certificado pelo verificador

Conclusio: N3o existe algoritmo poli. (1/2 +€) - aproximativo p/ Max-E3Lin-2 a menos que P=NP.
Nio existe algoritmo poli. (7/8 +€) - aproximativo p/ Max-E3SAT a menos que P=NP.

aprox

) aprox

4 clausulas p/ cada equag;ao

> > 4m 1

1 equacao sausf —>» 4 clausulas satisf.
1 eq. ndo satisf. —=» =1 cléus. ndo sat.

Insténcia [ ﬁ




(7/6 — ¢)-inaproximabilidade de Vertex-Cover

Prob. decisdo NP-Completo Prob. otimizagio Prob. otimizagio
L e pc Cs[logn, 3] \ o Max-E3Lin-2 ~Sgap Vertex-Cover

preserving r—
c= producmg c'=3+e

5= 1/2+a ﬁ s'=72-¢
) aprox

—>

) aprox
1 equagdo Xj; @& Xj, & Xiy =

i
para cada palavm aleatoria R; ﬁ Proximo slide

onde i, iy, j a0 os bits determinados por m é o mimero de equagdes

aprox

Instancia [ ﬁ
a serem lidos do certificado pelo verificador

Conclusio: N3o existe algoritmo poli. (1/2 +€) - aproximativo p/ Max-E3Lin-2 a menos que P=NP.
Nio existe algoritmo poli. (7/ 6 —€) - aproximativo p/ Vertex-Cover amenos que P=NP.



(7/6 — ¢)-inaproximabilidade de Vertex-Cover
Reducao de Max-E3Lin-2

> Redu¢do: Para cada equa¢do x;; @ x;, ® x;, = b;, crie uma clique em
G com 4 vértices, onde cada vértice representa uma atribuicdo de
(Xi,» Xiy, Xi3) que satisfaz a equag¢do. Crie ainda uma aresta entre dois
vértices se sdo conflitantes.

» Dada uma valoragdo em Max-E3Lin-2, selecione o vértice de G referente a essa valoragdo na
clique de cada equacdo satisfeita. Esses vértices formam um conjunto independente.

> > (1 — e)m equagdes satisf. em Max-E3Lin-2 = a(G) > (1 — e)m & ve(G) < (3+e)m

» Dada um conjunto independente S em G, seus vértices estdo associados a valoragdes n3o
conflitantes em diferentes equa¢des, que serdo satisfeitas com essa valoragdo.

> < (3 +¢e)m equacBes satisf. em Max-E3Lin-2 = «(G) < (3 +e)m < ve(G) < (L —e)m

> Vertex-Cover é (%) = (£ — &)-inaprox poli., se P#NP

» Vertex-Cover possui algoritmo 2-aprox. poli.

P Resultado similar para MaxCut pode ser obtido assim (um pouco mais complicado):
MaxCut é (1& + ¢’)=(0.941 + £")-inaproximavel poli., se P#NP

P Max-Cut possui algoritmo 0.878-aprox. poli.



