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Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINIÇÃO: Um problema de decisão L ∈ PCPc,s [r(n), q(n)] se tem um
verificador V polinomial (probabiĺıstico) que, para toda instância I de L:

a. dada uma prova π: V lê a instância I, recebe uma palavra aleatória
R com r(n) bits e, de forma não-adaptativa, lê q(n) bits de π e
decide se aceita ou rejeita.

b. Se I é SIM em L: existe π, P(V(I, π) = 1) ≥ c (completeness)

c. Se I é NÃO em L: para todo π, P(V(I, π) = 1) ≤ s (soundness s < c)

I Em português, é comum usar “certificado”, ao invés de “prova”, que usaremos mais.

I Padrão c = 1 : Probabilidade de aceitar uma prova correta.

I Padrão s = 1/2: Probabilidade de aceitar uma prova errada.

I Randomness complexity r(n), Query complexity q(n)

I Proof complexity q(n) · 2r(n). Podemos assumir que as provas tem no máximo esse tamanho

I A probabilidade é sobre a palavra binária aleatória R (de tam. r(n))



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINIÇÃO: Um problema de decisão L ∈ PCPc,s [r(n), q(n)] se tem um verificador V polinomial (probabiĺıstico) que, para toda
instância I de L:

a. dada uma prova π: V lê a instância I, recebe uma palavra aleatória R com r(n) bits e, de forma não-adaptativa, lê q(n) bits de
π e decide se aceita ou rejeita.

b. Se I é SIM em L: existe π, P(V(I, π) = 1) ≥ c (completeness)

c. Se I é NÃO em L: para todo π, P(V(I, π) = 1) ≤ s (soundness s < c)

I Padrão c = 1 : Probabilidade de aceitar uma prova correta. Padrão s = 1/2: Probabilidade de aceitar uma prova errada.

I Proof complexity q(n) · 2r(n). Podemos assumir que as provas tem no máximo esse tamanho

Exemplos de classes PCP

I P = PCP1,0 [0, 0]. Tempo polinomial sem aleatoriedade e sem prova.

I P = PCP [0, 0]. Idem: sem aleatoriedade, é certeza de sim (1) ou de não (0)

I P = PCP[log n, 0]. Podemos gerar todos os Ri ’s e simular o verificador

I P = PCP[0, log n]. Podemos gerar todas as provas e testar no verificador

I NP = PCP1,0[0,poly(n)] = PCP[log n,poly(n)], onde
poly(n) = ∪∞k=1O(nk)

I NP ⊇ PCP[log n,O(1)]



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINIÇÃO: Um problema de decisão L ∈ PCPc,s [r(n), q(n)] se tem um verificador V polinomial (probabiĺıstico) que, para toda
instância I de L:

a. dada uma prova π: V lê a instância I, recebe uma palavra aleatória R com r(n) bits e, de forma não-adaptativa, lê q(n) bits de
π e decide se aceita ou rejeita.

b. Se I é SIM em L: existe π, P(V(I, π) = 1) ≥ c (completeness)

c. Se I é NÃO em L: para todo π, P(V(I, π) = 1) ≤ s (soundness s < c)

I Padrão c = 1 : Probabilidade de aceitar uma prova correta. Padrão s = 1/2: Probabilidade de aceitar uma prova errada.

I Proof complexity q(n) · 2r(n). Podemos assumir que as provas tem no máximo esse tamanho

Exemplos de classes PCP

I ZPP = PCP1,0 [poly(n), 0] ZPP = RP ∩ coRP

I RP = PCP1/2, 0 [poly(n), 0]

I coRP = PCP1, 1/2 [poly(n), 0] RP = co-RP ?

I BPP = PCP2/3, 1/3 [poly(n), 0]. BPP = co-BPP.

I BPP = PCP1/2+ε, 1/2−ε [poly(n), 0]. BPP ⊇ RP ∪ coRP

I BPP = P ?



Teorema PCP - Hierarquia de classes (se P6=NP)



Decisão × Otimização: Redução Gap
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Decisão × Otimização: Redução Gap



Teorema PCP - Probabilistically Checkable Proof

DEFINIÇÃO: Um problema de decisão L ∈ PCPc,s [r(n), q(n)] se tem um
verificador V polinomial (probabiĺıstico) que, para toda instância I de L:

a. dada uma prova π: V lê a instância I, recebe uma palavra aleatória
R com r(n) bits e, de forma não-adaptativa, lê q(n) bits de π e
decide se aceita ou rejeita.

b. Se I é SIM em L: existe π, P(V(I, π) = 1) ≥ c (completeness)

c. Se I é NÃO em L: para todo π, P(V(I, π) = 1) ≤ s (soundness)

I Valores padrão: c = 1 e s = 1/2

I Aqui assumimos que a prova (ou certificado) π tem tam. polin. no tam. n da instância I

I A probabilidade é sobre a palavra binária aleatória R (de tamanho r(n))

I P = PCP1,0 [0, 0] = PCP[0, 0] = PCP[log n, 0] = PCP[0, log n]

I NP = PCP1,0 [0, poly(n)] = PCP[log n, poly(n)], onde poly(n) = ∪∞k=1O(nk )

Teorema PCP (Arora et al, 1998): NP = PCP [ O(log n), O(1) ]



Teorema PCP - Melhorias

DEFINIÇÃO: Um problema de decisão L ∈ PCPc,s [r(n), q(n)] se tem um verificador V polinomial
(probabiĺıstico) que, para toda instância I de L:

a. dada uma prova π: V lê a instância I, recebe uma palavra aleatória R com r(n) bits e, de
forma não-adaptativa, lê q(n) bits de π e decide se aceita ou rejeita.

b. Se I é SIM em L: existe π, P(V(I, π) = 1) ≥ c (padrão c = 1 )

c. Se I é NÃO em L: para todo π, P(V(I, π) = 1) ≤ s (padrão s = 1/2)

Teo. PCP (Arora et al, 1998): NP = PCP [ O(log n), O(1) ]

Teo. PCP: NP = PCP1, 0.32 [ O(log n), 9 ]

Teo. PCP: NP = PCP1, 0.76 [ O(log n), 3 ]

Teo. PCP: NP = PCP0.99, 0.51 [ O(log n), 3 ]

Teo. PCP (Hastad, 2001): NP = PCP1−ε, 1/2+ε [O(log n), 3],∀ε > 0.
Além disso, após ler 3 bits i1, i2, i3 da prova π, o verificador aceita se e só se πi1

⊕ πi2
⊕ πi3

= bi ,
para um certo bit de teste bi ∈ {0, 1} que depende apenas de I e de Ri .

(Ou exclusivo) πi ⊕ πj ⊕ πk = πi + πj + πk (mod 2)

(Ou exclusivo) πi ⊕ πj ⊕ πk = (πi ∨ πj ∨ πk )∧ (πi ∨ πj ∨ πk )∧ (πi ∨ πj ∨ πk )∧ (πi ∨ πj ∨ πk )



(1/2 + ε)-inaproximabilidade de MaxE3Lin-2

Teo. PCP (Hastad, 2001): NP = PCP1−ε, 1/2+ε [O(log n), 3],∀ε > 0.
Além disso, após ler 3 bits i1, i2, i3 da prova π, o verificador aceita se e só se πi1

⊕ πi2
⊕ πi3

= bi ,
para um certo bit de teste bi ∈ {0, 1} que depende apenas de I e de Ri .

(Ou exclusivo) πi1
⊕ πi2

⊕ πi3
= πi1

+ πi2
+ πi3

(mod 2) =
= πi1

⊕ πi2
⊕ πi3

= (πi1
∨ πi2

∨ πi3
) ∧ (πi1

∨ πi2
∨ πi2

) ∧ (πi1
∨ πi2

∨ πi3
) ∧ (πi1

∨ πi2
∨ πi3

)

Seja L um problema qualquer NP-Completo.

MaxE3Lin-2
I Instância: Conj. equações lineares mod 2 com ≤ 3 variáveis

I Redução Gap de um problema L qualquer NP-Completo.

I Construção: Dada I em L: para cada Ri , sejam i1, i2, i3 as posições
dos bits a serem lidos do certificado e seja bi o bit de teste. Crie 3
variáveis xi1 , xi2 , xi3 e a equação xi1 + xi2 + xi3 = bi .

I Cada prova π de I leva a uma valoração das var. x ’s (e vice-versa).
I I é SIM ⇒ ∃π : ≥ (1− ε) dos Ri ’s são aceitos ⇒ ≥ (1− ε) das equações são satisfeitas.

I I é NÃO ⇒ ∀π : ≤ ( 1
2 + ε) dos Ri ’s são aceitos ⇒ ≤ ( 1

2 + ε) das equações são satisfeitas.

I ⇒ MaxE3Lin-2 é ( 1/2+ε
1−ε ) = ( 1

2 + ε′)-inaprox poli., se P6=NP

I MaxE3Lin-2 tem algoritmo 1
2 -aprox. poli. (chuta valores para as variáveis)



(7/8 + ε)-inaproximabilidade de Max3SAT

Teo. PCP (Hastad, 2001): NP = PCP1−ε, 1/2+ε [O(log n), 3],∀ε > 0.
Além disso, após ler 3 bits i1, i2, i3 da prova π, o verificador aceita se e só se πi1

⊕ πi2
⊕ πi3

= bi ,
para um certo bit de teste bi ∈ {0, 1} que depende apenas de I e de Ri .

(Ou exclusivo) πi1
⊕ πi2

⊕ πi3
= πi1

+ πi2
+ πi3

(mod 2) =
= πi1

⊕ πi2
⊕ πi3

= (πi1
∨ πi2

∨ πi3
) ∧ (πi1

∨ πi2
∨ πi2

) ∧ (πi1
∨ πi2

∨ πi3
) ∧ (πi1

∨ πi2
∨ πi3

)

Seja L um problema qualquer NP-Completo.

Max-3SAT
I Redução Gap de um problema L qualquer NP-Completo.

I Construção: Dada I em L: para cada Ri , sejam i1, i2, i3 as posições
dos bits a serem lidos do certificado e seja bi o bit de teste. Crie 3
variáveis xi1 , xi2 , xi3 e 4 claúsulas.

I Cada prova π de I leva a uma atribuição das var. x ’s (e vice-versa).
I Dada prova π de I: se Ri é aceito, então 4 cláusulas são satisfeitas.
I I é SIM ⇒ ∃π : ≥ (1− ε) dos Ri ’s são aceitos ⇒ ≥ (1− ε) das cláusulas são satisfeitas.

I I é NÃO ⇒ ∀π : ≥ ( 1
2 − ε) dos Ri ’s não são aceitos ⇒ ≥ ( 1

2 − ε) · 1
4 das cláusulas não

são satisfeitas ⇒ ≤ 1− ( 1
2 − ε) · 1

4 = 7+2ε
8 das cláusulas são satisfeitas.

I ⇒ Max-E3SAT é ( (7+2ε)/8
1−ε ) = ( 7

8 + ε′)-inaprox poli., se P6=NP

I Max-E3SAT tem algoritmo 7
8 -aprox. poli. (MaxSAT-Johnson desaleat.)



(7/8 + ε)-inaproximabilidade de Max3SAT



(7/6− ε)-inaproximabilidade de Vertex-Cover



(7/6− ε)-inaproximabilidade de Vertex-Cover

Redução de Max-E3Lin-2
I Redução: Para cada equação xi1 ⊕ xi2 ⊕ xi3 = bi , crie uma clique em

G com 4 vértices, onde cada vértice representa uma atribuição de
(xi1 , xi2 , xi3 ) que satisfaz a equação. Crie ainda uma aresta entre dois
vértices se são conflitantes.

I Dada uma valoração em Max-E3Lin-2, selecione o vértice de G referente a essa valoração na
clique de cada equação satisfeita. Esses vértices formam um conjunto independente.

I ≥ (1− ε)m equações satisf. em Max-E3Lin-2 ⇒ α(G) ≥ (1− ε)m ⇔ vc(G) ≤ (3 + ε)m

I Dada um conjunto independente S em G , seus vértices estão associados a valorações não
conflitantes em diferentes equações, que serão satisfeitas com essa valoração.

I ≤ ( 1
2 + ε)m equações satisf. em Max-E3Lin-2⇒ α(G) ≤ ( 1

2 + ε)m⇔ vc(G) ≤ ( 7
2 − ε)m

I Vertex-Cover é ( (7/2−ε)m
(3+ε)m ) = ( 7

6 − ε
′)-inaprox poli., se P6=NP

I Vertex-Cover possui algoritmo 2-aprox. poli.

I Resultado similar para MaxCut pode ser obtido assim (um pouco mais complicado):
MaxCut é ( 16

17 + ε′)=(0.941 + ε′)-inaproximável poli., se P6=NP

I Max-Cut possui algoritmo 0.878-aprox. poli.


